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In eigenerSache

DiesesSkript ist am Entstehengswerdenstetig Kapitel hinzugefigt und FehlerverbessertFur
Kommentareind Hinweiseauf Fehlerbin ich jederzeitdankbar

Die Vorlesunggehtnichtlinearmit demSkriptvor, sonderrgibt ersteinenGrobiberblickiiber
die einzelnerNetzmodellemit besonderenwWert auf denunmittelbarpraktischrelevantenBerei-
chen,d.h.insbesonderdrainingsalgorithmenin einemzweitemDurchlaufwerdendie teilweise
ehertheoretischerfrragestellungennd die aufwendigerermpraktischerVerfahrenbehandelt Wer
denerstenTeil beherrschtkannmit Neuroin derPraxisschonviel anfangen Die weiterenFragen
sind naitlrlich fur dasVerstindnisinteressantieilweiseabernicht ganzeinfach,sodaf3ein grobes
VerstindnisnachdemerstenHorenausreichendst — zum Teil handeltessichum sichgeradeerst
etablierendeGebieteoder auchneueForschungseebnisse.Der verzweiflealso nicht, der just
einige Satzenichtin anderer_ehrbichernfindet, die kommendannausPapernoderstehemoch
nirgends:-)

Die Auswahl des Stoffes lehnt sich prinzipiell soveit wie moglich an dasim Neurobereich
etablierteRepertoirean— allerdingsgibt esdiesesishernurin grundlegendenTeilbereichenEin
Vergleichmit Lehrhiichern(sieheSemesterapparatgihier empfohlen.

Eswird sowenig wie moglich an mathematischeiMethodenverwandt. Sollte dennochder
eine oderandereBegriff neusein, so reicht eineintuitive Vorstellung. Da wir unsin gutartigen
Gefildenbewegen, tretenSpezialélle, wo manmit intuitivem Verstindnisschiefliegt, nicht auf.
Zum Trost: Durch seineAktualitat und dasEinbeziehervieler unterschiedlichemathematischer
undandereMethodernwird Neurointeressantmankommtsehrschnellan Stellen,wo manselbst
forscherkann.

NocheineBitte: Esist manchmabkchwierig,einzuscktzenob der Stoff beimerstertHorenzu
schwerist. Da esaberniemandenetwasnitzt, wennStoff zu schnelloderzu schwerprasentiert
wird oderumgelehrtuninteressant®acherzu sehrausgavalzt werden,bitte ich in demFall um
moglichstsofortigeRickmeldungdannkannman’s andern!Danke!
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Viele Aufgabensind mit exaktenMethodenbishernur unzureichendyelost, die Moglichkeit der
Automatisierung—- obwohl erwiinscht— ist nur partiell gegeben: Personenednnung,Sprach-
verstehenAufraumen,Autofahren,. .. Sie habengemein,daflieine mathematischélodellierung
unmoglich oderaufwendigerscheint.Nichtsdestotrotkdnnendie Aufgabenabervon Menschen
zufriedenstellendjelost werden— nur aufgrundvon partieller expliziter Information, Erfahrung
und Ubung. LetzterebeidenBegriffe kdbnntemanauchals,Vorhandenseiwon Beispielen be-
zeichnenNeuronaleNetzesind eineMethode eineGesetzraiglkeit (Funktion,Verhaltensweise,
...) nur mithilfe von Beispielenzu lernen. Sie sind dabeiwederdaseinzig mogliche Verfahren
in diesemBereich,nochein Allheilmittel — obwohl scheinbaein universellerAnsatz. Bei jedem
neuerProblemwird mandenHauptteilderArbeit fur die Problemrepasentationgie konkreteAn-
passunginddasFeintuningverwendenJedochin diesemRahmenverhelfenneuronaleNetzeoft
zuerstaunlichererfolgen,wenn(undnurwenn!) keinausreichendesxplizitesWissenvorhanden
ist. Einige Beispielefir Anwendungen:

e Bildverarbeitung

— Erkennungvon handgeschriebenehffern

— Erkennervon Personen

— Erkennervon Fehlstellenn Materialien

— Krankheitsdiagnosanhandvon Rontgenbildern

¢ Klassifikation/Prognose

— Krankheitserlaufsprognosanhandson Daten
— Kreditwirdigkeitsprognose

— Eigenschaftenon Molekillenvorhersagerg.B. Sekundérstruktur Aktivititatin Bezug
auf Medikamentierung,

— Klassifikationvon Bootstyperanhand/on Unterwassegerauschen

— Minenerkennung
e Zeitreihewerarbeitung

— Borsenkursprognose
— Wettenorhersage
— Spracherknnung/-erzeugung

e Robotik/Steuerung

— Robotersteuerung
— Steuerung/on Maschinen
— Fahren

e Datenaufbereitung
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— Clustering
— Dimensionsreduktion
— DataMining

e Varia

— Spielstratgien
— Komponieren

Eigenschaftesind, daRdie zu modellierenderProzesse/Gesetafligleitennichtin einerex-
aktenmathematischeBeschreilnng vorliegen. Vorhandene$§Vissenist in der Rggel in die Re-
prasentationder Datenintegriert (z.B. Rotationsiwarianz, Inflationsrate,Wichtigkeit oder Un-
wichtigkeit einzelnerFaktoren). Es gibt (viele) Beispielefur die Gesetzral3igkeit. Neuronale
Netzesinddort

lernfahig,

hochgradigparallel,

fehlertolerantpei wachsendenkehlerder Datenoder Ausfall von Komponentersinkt die
Leistungnur allmahlichab,

arbeiteraufeinerverteiltenDarstellungderinformation,daherist die Verknipfungmit sym-
bolischerKomponenterschwierig,keinelntrospektionrmoglich.

1.2 DasbiologischeNeuron

DasmenschlicheGehirnbestehtausca. 10! Neuronermit je ca. 1000 bis 10000 Synapserteil-
weisewesentlichmehr: PurkinjeZellen)ausgehengom Axon undje 2000 bis 10000 synaptischen
Verbindungervon andererNeuronerzu denDendritender Zelle. Informationwird mithilfe elek-
trischerSignalevermittelt. Im Ruhezustanfiatdie Zelle ein Potentialvon —70 mV gegeriiberder
Umgehung. Diesesberechnesichwie folgt: Die Zellmembrarist permeabeliir K+, abemichtfir
Cl~. Diesedfuihrt zu einerDiffusionvon K* in die Umgehung, bis sich ein Gleichgavicht mit der
durchdiein derZelle verbleibenderCl~ lonenerzeugterSpannungeinstellt. Gleichzeitigsomgen
lonenpumpein derZelle fiir denAustauschvon je dreiNa' lonenvoninnerhalbderZelle gegen
zweiK* lonenvonauRerhallderZelle je Pumpwrgang,sodaflim Ruhezustandie Konzentration
anNa* auRerhalld2 mal hdher die KonzentratioranK™* innerhalb40 mal hdherist.

Liegt positive Ladung(von anderenZellen) an, so 6ffnen sich Natriumkarale, die durchdie
einstbmenderionenein ErhdhendesPotentialsauf 30 mV bewirken. Bei ca. 30 mV 6ffnensich
Kaliumkarale,die Kaliumionennachauf3erdringenlassen DasPotentialsinkt kurzeitigunterdas
Ruhepotentiahb und gleichtsichdannwiederdemRuhezustandn. Esist ein Spike entstanden,
einkurzzeitigerSpannungsansgeund Abfall.

Der Spike pflanztsich iberdasAxon fort, indemdie durchdasEinstomender Natriumio-
nen verursachtepositive Ladung das Offnen weiterer spannungsgesteuertiiatriumkarale be-
wirkt. Das Quadratder Geschwindigkit ist dabeiproportionalzum Durchmessedes Axons.
Einige wichtige NervenstangeweisenAxone mit Myelinhille auf. Diesehat eine isolierende
Wirkung, was zu einer Ubertragungsgeschwindigk proportionalzum Durchmessefuhrt: Oh-
ne Myelinhille nimmt die Dichte der Feldlinienab, sofernmansich vom depolarisierterBereich
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wegbevegt, Ubertragungerfolgt durchdasOffnenbenachbarteNatriumkarale. Mit Myelinhtille,
die in regelmalligenAbstandenUnterbrechungeufweist, verlaufendie Feldlinien nahezupa-
rallel vom polarisierterBereichzur nachsterlUnterbrechungler Hulle. Die Ubertragungerfolgt
durchdasOffnenvon Kanalenan der nachsterlnterbrechunggurchdasstarkere Feld kanndie
Distanziiberwunderwerden.

UberNervenzellerhinweg pflanztsichder Spike durchdie Synapsetort: DasAktionspoten-
tial bawirkt andenSynapsemlasOffnenvon Kalziumkarilen,die wiederumein Verschmelzeder
in derSynapsenthaltenemlaschermit derMembranbewirken,Neurotransmittewerdenfreige-
setzt. Die Transmitteriberwindendensynaptischerpaltund beeinflusserthemischgesteuerte
lonenkatmle andenanliegenderNeuronen Neurotransmittesind etwa Dopamin,Glutamingwure,
Noradrenalin;sie wirken hemmendoderverstirkendje nachdemwelcheArt von lonenkardlen
siebeeinflussen.

Den genauenNatrium-/Kalium-/Kalzium-/Chlorflu&ann man lokal durch ein Systemvon
Differentialgleichungenden sog.Hodgin-Huxle/-Gleichungerbeschreibendie Fortsetzungauf
raumlichesGeschehegeschiehetwa durchgeeignet& ompartimentmodelle.

PlastizititentstehtdurchVerandernder Verbindungsstrukturefmangehtdavon aus,daf3zwar
die NeuronemachderGelurt komplettvorhandersind,abemichtdie synaptischeWerbindungen)
unddurchVerandernder Starke der Synapsenbindungen.

Esist nichtklar, welchesElementderelektrischerSignalelnformationtragt, denkbamware

e binareKodierungdurchdenZustanddesNeurongfehleranéllig),
e Frequenzkdierung(langsam),
e KodierungdurchKoinzidenz(wer steuerdiese?).

Verifizierbarist diesesdurchdie notwendigerEigenschafterdie soeineKodierungbesitzermulf3,
undnachg&ieseneEffekte (z.B. synchronspikendeNeuronen).

Im menschlicherGehirnsinddie Zellenin Regionenmit unterschiedlicheFunktionalitit an-
geordnetDengrofRten(undjingsten)Teil bildet der Neocortex mit unterschiedlichefunktionel-
len Bereichen etwa demmotorischerund somato-sensorischdrindenfeld,welcheje Regionen,
die fur einzelneOrganeverantwortlich sind, aufweisen.Etwa dasvisuelle Systemist relativ gut
untersuchtman kann hier verschiedené&chichtenvon Neuronenausmachendie untereinander
verbundensind.

1.3 Historische Entwicklung

[43] McCulloch/Pitts:Schaltkreisemit Schwellvertelementerhinare Gewichte. Sie zeigenBe-
rechnungsuniersalift.

[49] Hebb: LernparadigmalesHebbscheriernens,Verstirkungvon Verbindungerewischen
NeuronergleichartigerAktivierung,AbschwachungdertibrigenVerbindungen.

[58] Rosenblatt:DasRosenblatt-PerzeptrdmestehtauseinemeinzelnenPerzeptrormit vorge-
lagertenrMasken. EsfindetEinsatzin derMustererlennung.Die Gewichtewerdenmit einer
Hebb-artigerRegel trainiert,Beweis derKornvergenzdesAlgorithmus.

[60] Widrow/Hoff: Adaline, ahnlichesPrinzip. Widrow griindetdie erste Neurocomputing-
Firma,die MemistorCorporation.

= NeuronaleNetzegeltenals hinreichended#lodell fir selbstlernendatelligenteSysteme.
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[69] Minsky/Papert: Sie zeigendie theoretischéBeschankungder existentenModelle, einige
einfacherscheinend@ufgabensind nichtdarstellbar

= StopderFinanzierungszon Forschungm Neuro-Bereich.

[71] Vapnik/Cheronenkis:Moglichkeit, ausempirischerDatenauf die Generalisierungghig-
keit einesSystemszu schlieBendieseshildet bis heutedie mathematisch&rundlagerfur
sog.informationstheoretischieernbarleit.

[73] von der Malshurg: Schigt einen Ansatzfiur uniberwachtesLernenvor, der es erlaubt,
die AusbildungspeziellerArealedesvisuellenCortex, die auf spezielleOrientierungervon
Linien reagierenzu erklaren.

[74] Werbos:Schigtin seinerDoktorarbeitdasnochheutegebi@uchlichelernverfahrenBack-
propagatiorfur Ubervachted_ernenneuronaleNetzevor. EsfindetallerdingskeineBeach-
tung,und WerboswurdelangeZeit nichtals UrheberdesVerfahrensanerkannt.

[76] Grossbay: Schigt(in unleserlicherArtik eln) verschieden&lodelle vor, wobeier sowvohl
Uberwachtesals auchuniibernachtesLernenbenutzt. Besondersnteressierist er am so-
genannterStabilitats-Plastizéts-Dilemma,d.h. der Moglichkeit, sich an die Umwelt zu
adaptiererund gleichzeitig Gelerntesbeizubehalten Bekanntist er durch seineAdaptive
Resonancdheory

[77] Kohonen: Effiziente Algorithmen zu selbstoganisierendenternen, topologieerhaltende
Abbildungen.

[82] Hopfield: Hopfieldnetzeals Assoziatvspeicher Er entwickelt sovohl Lernregelnalsauch
die notwendigeHintergrundtheorigmit AnleihenanphysikalischeModelle).

[83] Kirkpatrick et.al.: ErweiterungdesHopfieldmodellsum SimulatedAnnealing,so daf3effi-
zienterBetriebmoglich scheint.

[83] Fukushima:DasNeocognitrorals funktionsfhigesSchriftzeichenednnungssystem.

= WachsendeBiteressem Neurobereich.

[84] Valiant: SchiagtdenBegriff PAC Lernbarleit vor.

= Formalismusgderdie Fahigkeit einesSystemseffizient zu lernen,mathematischeschreibt.
[85] Hopfield: Anwendungauf klassischeéptimierungsaufgaben,B. TSP

[86] Rumelhartet.al.: (Wieder)Entdeckungron Backpropagation.

[86] Sejnavski/Rosenbar: NetTalk, ein extremerfolgreichesProjektzur Spracherzeugungtie
Leistungist vergleichbamit dembis datobestersymbolischerAnsatz.

= Aufschwungim Neurobereich.
[89] Blumeret.al.: Verknipfungvon VC-Dimensionund PAC Lernbarleit.
= Mathematisch&undierungvon lernenderSystemen.

>> Es gibt eine Fille von weiterenneuronalenSystemen Anwendungenn verschiedensten
Bereichen,Verknipfung mit unterschiedlichsteiMethoden,internationaleTagungenund
Zeitschriftenund eineetablierteNeuro-Society
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1.4 Definition
Definition 1.1 Ein neuronalesNetzist ein TupelN = (N, —,w, 0, f, I, O) mit

e N ={1,...,n} denNeuronen,

e —C N x N derVernetzungsstruktur

o w = (w;;)i; (wi; € R) denGewichten,

0 = (6;):cn (0; € R) denSchwellwertenoderBiases
o f = (f;: R — R);cy denAktivierungsfunktionen,

e [/ C N denEingabeneuionen,

e O C N denAusgabeneuonen

Eine neuronale Ar chitektur ist ein Tupel N = (N, —,w’, @', f, I, O) wie oben,wobeiw’ nur
fur einige (in der Regel keine)Verbindung: — j definiertist und 8’ nur fur einige (in der Regel
kein) Neuion definiertist.

Die Ideeist, daf3ein einzelnesNeuron: die entsprechendenVerbindungsgeichtengewichteten
Signaledurchdie Vorgangerneuroneaufsummiertund je nachGrofReder berechneteiZahl ein
Signalweiterleitet,welchesmithilfe der Aktivierungsfunktionberechnetird. Im Falle, da3die
Neuronennur einenvon zwei Zustindenbesitzen(Spike oder nicht-Spile), und die Funktion f
die Perzeptronakfierungist, die je nachGrol3edenWert 0 oder1 ausgibt,findetmandirekt das
biologischeVerhaltenunterVernachassigung/on zeitlichenAspektenwieder: Die anein Neuron
anliegendenSpikeswerdenje nachStarke der Synapsewverbindunggewichtet aufsummiertund
bei Uberschreitereiner Schwelleein Spike weitemgeleitet. Die Verkriipfungsstrukturegelt das
Gesamterhalterund 7 und O die Verbindungzur Aulzenwelt.

Achtung: DieseDefinition faldtzurachstnur die meistengeb&auchlichemeuronalerNetzefir
ubernachted_ernen,eswerdenweitereObjekteein neuronaleNetzgenannt.

Definition 1.2 FolgendeVernetzungsstrukturen tretenauf:

Bei einemfeedrward Netz ist (IV, —) ein azyklister Graph, I sind die Neuonenohne
Vorganger, O sinddie NeuonenohneNadfolger. Wir nehmenm Folgenden/ N O = () an. Man
findetimmereineZerlegungder Form N = Ny U...UN, mit N; N N; = @ furi # j, I = Ny,

O = Ny,
h—1 h
i=0 j=i+1
BezgenaufsoeineDarstellung heil3tN; die ite hidden Schichtfir 0 < ¢ < h, Ny heil3tEinga-
beschicht N, heilstAusgabeschichth heiltdie Tiefe desNetzesMVerbindungnin N; x N; mit
1 < j — 1 heil3enshortcut Verbindungen
Ein (voll vernetztesinultilay er feedforward Netz liegt vor, falls zusatzlich

h
—= UN’L?I x N;

1=1

gilt. Die Vernetzungsstruktuwird durch denAusdrud (ny, . .., ny) mitn; = |N;| angegeben.
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Ein (voll vernetztesjnultilayerfeedforwad Netzmit shortcutVerbindungenist einfeedforwad
Netzmit

h—1 h
= U MxN,
i=0 j=i+1
Die Vernetzungsstruktuwird durch denAusdrud (ny, . . ., ny)SMitn; = |N;| angegeben.

Diese Netztyperwerden hauptsichlich zur Klassifikationoder Funktionsappoximationver-
wendet.
Ein (voll) rekurrentesNetz liegt fur

—-=Nx N

vor. Haufigistdann/ = O = N oderI = O. DieserNetztypwird hauptéchlich als Assoziativ-
speider oderfur Optimierungsaufgabewverwendet.
Beieinempartiell rekurrentenNetzist

—C N x N

(aberi.A. wederazyklist noch =). I sinddie NeuionenohneVorganger. Gebraudt wird dieses
zur Verarbeitungvon Sequenzeaderzur Simulationdynamisber Systeme

Definition 1.3 Einige Akti vierungsfunktionen:

- - >
Perzeptronaktivierung H(z) = { (1) i < (())

. - - >
Bipolare Aktivierung  sgn(z) = { 1_1 i < 8
Identitat id(z) =z

1 z>1
Semilineare Funktion lin(z) =< z 0<z<1
0 <0

Sigmoide sgdz) =1/(1+¢€?)
Tangenslyperbolicus  tanh(z) = (e — e *)/(e* + € ?)

Eine SquashingFunktion ist einemonotorwacdhsende-unktion f mitlim, , . f(z) = a
undlim,_,., f(z) = b fur Wertea < b.

Haufigist f; = f fur alle NeuronereinesNetzes.In diesemFall lasserwir die Indizesweg.

Definition 1.4 Ein Zustand einesNetzesV ist ein Tupelo = (0;);ey Mito; € R. Eine Akti vie-
rung von ist eineFolge vonZus&indeno(t);cn. Die Akti vierung desNeuons: zumZeitpunkt
t istdie Grol3e

net(t) = Z’U)jin (t) —0;.

Jj—t
EswerdenjetztverschiedeneDynamilendefiniert,die eserlauben,ausghendvoneinemStartzu-
stando(0) und weitelen Eingabeneine Aktivierungzu berechnen. Diesesbesaireibt die Funkti-
onsweisaler Netze
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TopologischeSchaltdynamik bei feedforward Netzen:
SeiN = Ny U... U N,, eineZerlegung Fiir o(0) € RV definiee

_ ai(?) fallsi € N, mitj <t
oift +1) = { fi(net(t)) sonst. ’

DasNetz\ beredhnetdie Funktionf : R — RI9l, f(x) = (0;,(h))i;c0, Wobeio;, (0) = z; fur
i; € I'undo;; (0) = 0 sonst.Die Funktion f hangtnicht vonder Zerlegungab.
Synchrone Schaltdynamik bei rekurrenten Netzen:

0i(t +1) = fi(net(t))

furalle: e N,t e N.
Asynchrone Schaltdynamik bei rekurrentenNetzen:

oi(t+1) = { fz:(net(t)) i = ift),

0i(t) sonst

wobeii(t) ein (zufllig ausgsutites)Neuonist. In beidenFallen startetmanmit einemvorgege-
benervektoro(0) € RV,

Rekurr ente Schaltdynamik bei partiell rekurrentenNetzen:

Sei(R’1)* dieMenge derendlichenSequenzemit Elementern R/, notiertals[x°, ..., x"] (T+1
ist die Lange der Sequenz)Fir vorgegebenes € RV-Il| densagenannterStartk ontext, und
eineSequenderLange T definiee

! i=i,el,t<T-1,
O(t): Y; z:zJQ'I,t:O,
oi(t—1) sonst.
Man kanneineFunktionf : (R’))* — Rl definieenals fy ([x,...,x"]) = (0;,(T + 1));,co-

2 DasPerzeptron

2.1 Perzeptronalgorithmus

Wir fangernmal mit einemNeuronan,einemsogenannteRerzeptron, formal ein multilayerfeed-
forwardNetz(n, 1) mit derAktivierungsfunktiorH. Die Gewichteder Ausgabeseienwy, ..., w,
derBias#. Esberechnealso

=1
EineLernaufgabefir ein Perzeptronst folgendeAufgabe:Gegebenseieine Trainingsmenge

P={(d;y) R x {0,1} | j = 1,....,m}.

Die Aufgabeist dann,Gewichte w und einenBias# zu finden,so daBH(>_ w;z! — 8) = ¢ gilt
faralle 7, d.h.

Y wial > 0fallsy’ =1, Y wal <6fallsy’ =0. (x)

Die Punktex’ mit y/ = 1 heilRenpositive Punkte, die anderemegative Punkte.
ElementardReduktionen:
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e Stattx’ kannman(x?, 1) € R**! betrachteundso# durcheinzusatzlichesGewicht —w,, , |
simulieren.Wir lasseralsod im Folgendenwveg.

e Falls es Gewichte gibt, die () erfillen, so gibt esauchGewichte, die (x) mit > statt >
erfullen. Skalierenvon w fuhrt dazu,dalimansogar| > w;z!| > 1 verlangerkann. Wir
betrachteralsoim Folgenden(x) mit > statt> undggfs.auchmit letztererSkalierung.

Die IdeedesPerzeptronalgorithmust Hebbsches ernen. Die Gewichte werdensukzessie fur

falschklassifizierteBeispieleso angepal3tdal’ sie tendentiellkorrekt sind. D.h. im Falle der
GewiinschterAusgabel werdenVerbindungenwo positive Aktivierunganliegt, versarkt, andere
abgeschwcht.Entspechentiei gewviinschterAktivierungo.

Definition 2.1 Sei
1 x positiv und > w;z; < 0,
d(w,x) =< —1 xnegatvund ) w;z; >0,
0 sonst

Dannist der Algorithmusfolgendermafien:

W = Wy
Solang einx mitd(w, x) # 0 existiert
w:=w+J(w,x)-x

Satz2.2 Soferndie Lernaufgabdosbarist, korvemiert der Perzeptonalgorithmusn endlich vie-
len Sdritten.

Beweis: Wir schreiberw’x fur " w;z;, |x| fir /> z?. Seiw einLdsungsektormit |w’x| > 1.
Seiwy, der Vektorim Perzeptronalgorithmusachdem kten Schritt. Seiz,, = max{|x| | x ist
Beispiel}. Danngilt

1. wiwy, > whwy + k,
2. [wi|? < |wol? + ka?,.

Induktionnachk: k£ = 0 ist ok. Die Rechnung

wiwir = wi(wy + 6(wg, X)x)
> wiwy + k + §(wg, x)w'x
— ——
>1
> wiwy+k+1
zeigtl. 2 folgt aus
(We|* = Wi + (Wi, x)x/?

= |wi]? +26(wp, x)Wix +|x|?
——
<0
< |wol” + kal, + z2,.

Esgilt |[w'w,| < |w| - |[wy| (Cauchy-ScharzscheJngleichung).Man erhalt also

wiwy + k < wiwy, < \w|wg| < |w|\/|wo|?2 + kx2,. (%)
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Daskannfur grof3ek nichtgelten. O

Wie siehtso eineLosungaus? Ein Neurondefiniertnichts anderesals eine Hyperebendin R?

eine Gerade),wobei die Punkteauf der einenSeitenach1 abgebildetwerden,die Punkteauf
der anderenSeitenach0. Ist eine Lernaufgabddsbar dannheilendeswgen die Punkteauch
linear trennbar. Wir habergesehendal3derAlgorithmusfir lineartrennbard?unktekonveriert.
Allerdingsgibt esauchnichtlineartrennbareMengen soz.B. dasXOR:

(0,0;0),(1,0;1),(0,1;1),(1,1;1) .
KannmanerkennenwenneineTrainingsmengaichtlineartrennbarist?

Satz2.3 Geggebeneine Trainingsmeng, dann kann man eine Zahl K beredinen, so daf3 nach
spatestensK Sdiritten der Perzeptonalgorithmuskonvergieren muf3, soferndie Menge linear
trennbarist.

Beweis: Sofernin (xx) Gleichheitgilt, dannist kein weiterer Schritt moglich. Diesesliefert
einenAusdruckfur K, derdie GrolRenw,, x,,, undw berdtigt. Fur wy = 0 etwa

K = |w|?|z,|*.

Konntenwir |w| beschanken, dannkonntenwir auch K absclatzen. w ist irgendeinVektor mit
wix? > 1 fur positivex’ undw'x’ < —1 fur negativex’. O.E.fallt letzteresveg. D.h.

Xw>1

fur eineMatrix X. Ist Xw > 1 losbar dannfindetmanmaximaln Zeilenin der Matrix, sodal3
sich eine LosungdurchdasGleichungssystenX’w = 1 (X’ sind die n Zeilen von X) emibt.
Anschaulichbedeutetlas,daBmanim Losungspolygoin die Eckengehenkann.

[Idee: Startemit einerLdsung. Anderew,, bis die ersteUngleichungzur Gleichungwird.
Falls dasnicht geht,kannw; beliebiggenahlt werden. Seix’ die zugeldrige Zeile. Sucheim
Orthogonalraunvonx® eineneueRichtung,entlangdererdie Gewichte geandertwerden bis die
nachsteUngleichungzur Gleichungwird. Falls dasnicht geht,ist dieseRichtungfrei wahlbar
Seix® die zugelidrige Zeile. Analogkannmanim Schnittder Orthogonalaumevon x™, x®, ...
fortfahren.Sukzessie erhalt manson—dim (Losungsraum{sleichungemit vollem Rang. ]

D.h. aber dalimandie Koeffizientenvon |w| durcheinesvon endlichvielen Gleichungssyste-
men,die durchdie Punktegegebensind, erhalt, daherkannmanw absclatzen. O

Alternativ kann man dassog. Perzeptron-Zyklus-Theorem von Minsky und Papertbenutzen,
welchesbesagtdalRmandie LangederdurchdenPerzeptronalgorithmusrreichbarerGewichts-

vektorenin Abhangigleit von der Trainingsmengeind dem Start\ektor absclatzenkann. Lernt

mannur mit ganzzahligeroderrationalenMustern,so erréalt manalsoim Falle einernichtlinear

trennbarerTrainingsmengeinenZyklus undkanndannstoppen.

Wie schnellkonvergiert der Algorithmushbei einerlosbarenTrainingsaufgabe¥ir beschan-
kenunshier auf binareMuster, d.h. Eingabenx € {0, 1}". DannkorvergiertderAlgorithmusbei
Startin 0 nachspatestens

(n+1)*(n+1)"*"

Schritten.

[Wir habenK = |w|?|z,,|*> berechnet. Fur Eintragemit 0 und 1 kann man aber |w| be-
schiénken, indem man das zugelorige Gleichungssystemvie obenbeschrieberost, dasfuhrt
UbereinigeRechnerezu einerGewichtsschrang 2" °s(m+1) ]
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Umgelehrtberbtigt aberdie Funktion
9i—1 9t—1
(x,¥) H{ I > z27 > 2

0 sonst

Gewichtew mit " |w;| > 27—, folglich ein GewichtderGroRe2"~! /(n+1). (Der Beweisbenutzt
dassog.Diskriminatorlemmaausder TheorieBoolescheiSchaltkreise.)Der Perzeptronalgorith-
musbrauchtalsomindestens - 2" Schritte( ¢ ist einepositve Konstantefur dieseFunktion,hat
alsoexponentiellerAufwand.

Nichtsdestotrotast er aufgrundseinerEinfachheit, Plausibilitat und haufigenSchnelligleit
beachtenswert.

2.2 Alternativen

UngleichungerderForm
Ax<b

fur einefesteMatrix A, einenfestenVektor b und Unbekanntex konnenmithilfe Methodenli-
nearerOptimierunggelostwerden.79 bewies Khachiyan,dalRdiesesProblempolynomiellldsbar
ist. (Eine austheoretischeSichtweisebemerlenswerteTatsache da dasselbd’roblemmit der
Restriktion,dafl3die Losungenx ganzzahligseinmissenNP-wllstandigist.) Allerdingsist sein
Algorithmusin der Regel wesentlichlangsameials der geb@uchliche,aberevtl. exponentielle
Simplex-Algorithmus. 84 schlugKarmakareinenAlgorithmusmit der Laufzeit O(n?°) vor, der
insbesonderbeigrol3eninstanzerbesserlsder Simplexalgorithmusst.
[Idee: Uberfilhre Ax < b zu einemProblemder Form:
minimierebty
mit BedingungAy = c,
y >0,

wobei man einendie NebenbedingungeaerfullendenVektory kennt. Genauer:Man erhélt die

FormA'x' = b',x' > 0durchAx —Ax+y=b,x—%x=0,x>0,x> 0,y > 0. O.E.ist

b’ > 0, sonstersetzalurchA’x’ +z = b,z = b — b’, z > 0 fiir gerilgendgroResh. Dieseswird

uberfihrtzumProblem:minimiere) " y; mit A'x' +y' =b’, y’ > 0,x” > 0. DasMinimum st 0

genaudann,wennesfir dasvorherigeProblemeineLdsunggah Fur diesesProblemkenntman

einenPunktim durchdie NebenbedingungetefiniertenPolygon:x’ = 0,y’ = b'.
DasProblemwird approximiertdurch

minimiereb’y — u > logy;
mit BedingungAy = c,

fur x> 0. Fury — 0 wird derWertgrof3,sodal3mandie Ungleichungfir y quasiintegriert hat.
ObigesSystemkannmanmit UblichenMethodender AnalysisangehenLagrangemultiplikatoren
fuhrenzueinemnaherungsweisksbarerGleichungssystemndeinemneuenbesseren)Vertfur
y. DiesesVorgehenwird jetzt geeignetfir p — 0 iteriert und liefert einenPfad von Punkteny,
die gegendasOptimumkornvermieren.]

2.3 Exkurs in die Komplexitatstheorie

Gegebenist ein Entscheidungsproblend.h., gegebeneine geeignetreprasentiertdnstanzeines
Problemse, soll entschiedemverdenwerden,ob fur z ein Sacherhaltzutrifft. Fir einelnstanzz
sei|z| die Langeder Repasentation.
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Definition 2.4 Ein Problemheil3tpolynomiell |6sbar, falls esein Programmund ein Polynom
p gibt, das,gegebeneine Instanzz, nach spatesten®(|x|) Sdritten entsheidet,ob der nachzu-
prufendeSadwverhaltzutrifft. Die Klasseder polynomielllosbaen Problemebezeitinenwir mit
P.

Beispielesind:
e Test,0beineListe sortiertist,
e Test,obdasProduktvonz undy die Zahl z emibt,
e Test,0beineTrainingsmengédinearseparierbaist.

Nur polynomielllosbareProblemesind auchfur grofl3elnstanzereffizient|osbar [Stimmtnichtso
ganz die heutealspraktikabelanerkannt&lasseist nicht P, sonderrRP, die Klassedermit einem
nichtdeterministischelgorithmusin polynomiellerZeit und mit grof3er Wahrscheinlichkeit
korrektlosbarerProbleme Eswird aberebensdNP#RP vermutet.]

Definition 2.5 Ein Problemist nichtdeterministisch polynomiell |6sbar, falls esein Programm
undPolynomep,, p; gibt mit folgenderEigenstaft: DasProgrammlauft mit durch p; bestrank-
ter Laufzeit. Auf einelnstanzz trifft die zutestendéEigensdaft zugenaudann,wenneseineHilfe
y mitpo(|z|) > |y| gibt, sodalRdasProgrammdie Eingabe(y, ) mit,ja’ besdeidet.Die Klasse
der nichtdeterministish polynomiellldsbaen Problemebezeitinenwir mit NP.

Ein Problemhei3tNP-vollstandig, falls esin NP liegt, aber die polynomielleLosbarleit des
Problemddie polynomielleLosbarleit jedesandeenProblemsn NP implizierenwirde

Die Ideebei NP ist, daBmanzwar mit demProblemselbstnicht viel anfangenkann. Ist aller-
dingsein guterFreundzur Hand,derunseinenTipp gibt, dannkonnenwir damitetwasanfangen
unddie nachzuweisenEigenschaftesten.

DasBemerlenswertast, dal3estatsachlichsogareineganzelatte von NP-wllstandigenPro-
blemengibt! Falls ein ProblemNP-wllstandigist, wird vermutet,daResnicht effizient|dsbarist.
Genauerfur keinesder NP-wllstandigenProblemewnurdebis datoein polynomiellerLdsungsal-
gorithmusgefunderfauchkein AlgorithmusausRP].

Einige Beispielefur NP-wllstandigeProbleme:

e SAT: GggebereineBooleschd~ormelin konjunktiver Normalform
o= N\V Li
(]

wobei L;; eine BoolescheVariableoder eine negierte BoolescheVariableist, gibt eseine
erfullendeBelegung?Cookwiesdasals NP-wllstandignach,sogarim Fall j € {1, 2, 3}.

Dasist in NP: Wir konnenzwar bei einerFormel(z) die Erfullbarkeit nur testenjndemwir
alle (exponentiellvielen) BelegungendurchprobierenVerrat unsaberjemandeineerfullen-
de Belegung(y), dannkdnnenwir sehrschnellsehenpb sie stimmt. Pechhabenwir, wenn
unsjemandfalschgeraterhat.

e TSP:GgyebenStadte,positive Verbindungsdistanzerwischenden Stadtenund eine Zahl
K, gibt eseineRundreisamit derLangemaximal K ?
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e Hitting set: GegebenPunkteS, TeilmengenC' und eineZahl k, gibt eseine Mengec von
k PunktensodalRc N ¢; # O furallec; € C gilt? Anschaulich:Kann manverschiedene
Interessengruppemit maximalk Vertreternabdeclen?

[Reduktionvon SAT: Eine Reduktionist ein polynomiellerAlgorithmus f von Instanzenp
von SAT zu Instanzery () deshitting setProblemssodal3p l6sbarist, wennundnurwenn
f () losbarist. Kdnntemanjetzt dashitting setProblemeffizient [6sen,soauchSAT und
damitalle andererProblemean NP.

Wir reduzieren:
fro=Neir (S,Ck)

mit £ = AnzahlderVariablenin ¢,

S:{Sla--~a8ka§1a---;§k}a
C = {{s: | Xi kommtin ¢; vor } U {5; | =X; kommtin ¢, vor } | j} U {{si, 5} | i}.

Seigp erfullbar. Fir eineerfullendeBelegungdefinieredie Mengec = {s; | X; ist wahr} U
{5; | =X istwahr}. Dadurchwird jedesc; € C getrofen.

SeiumgelehrteineMengec von k£ Punktengegeben,so dal3jedesc; € C getrofen wird.
DefiniereeineBelegungdurch X; wahr <= s; € ¢. WegenderMengen{s;, s;} ist fur
X, falschder Punkts; € c¢. D.h. aber daf3die Punktein ¢ genauden erfullten Literalen
entsprechenndalsojedeFormel erfullt ist, dajedederFormelentsprechendglengevon
PunktendurchmindestenginenVertreterin ¢ abgedeckist.]

e 2-SSP:GgyebenPunkteS, TeilmengenC', existiert einedisjunkteZerlegungS = S; U S,,
sodal3c ¢ S; furallec € C, i € {1,2} gilt? Anschaulich:Teile eineSchulklassén zwei
Gruppenrein, sodalRdie Leute,die zusammerQuatschmachengetrenntwverden.

[Reduktionvon SAT, Uberfihrep = Ap; in S = {s1,...,5,,51,...,58,,p}, n = Anzahl
Variablenin ¢, C = {{s;,5 | i} U {{5:,5;,p | Xi € ¢, X; € @i} | k}. Erfullende
BelegungenentsprecherZerlegungensS; = {s; | X; ist wahr} U {s; | X; ist falsch} und
Sy ={p}U{s1,...,5,}\51.]

e k-SSP:GgyebenPunkteS, Teilmengen’, existierteinedisjunkteZerlegungsS = S;U. ..U
Sy mitc ¢ S;furallec € C,i € {1,...,k}?Dasqilt sogarfur |¢| < 3furallec € C.
[Reduktionvon 2-SSRauchbei letzteremkann|c| < 3 angenommemerden.]

e Separabilityin the plane: GegebenPunkteS c R2, Zerlegungvon S in P und @, Zahl k,
gibtesk Linien, sodal¥fur allep € P undq € @ eineLinie zwischerp undgq verlauft?

[BewiesendurchMegiddo.]

2.4 DasPerzeptronim nicht linear trennbaren Fall

Man kannimmer nochversuchengine moglichstgute Losungzu finden, sofernman mit einer
nicht linear trennbarerfMengekonfrontiertist. Um moglichstgute Ergebnissezu erzielen,wird
derPerzeptronalgorithmusie folgt modifiziert:

Definition 2.6 GegebeneinePatternmeng P, sohatder Pocket-Algorithmus folgendeForm:
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w:=0,w":=w;[:=0;[*:=0;, F := P;
WHILE (P, # 0 undich habenochGeduld) DO
Wahlex € Py; ()
IF§(w,x) =0
l:=1+1; P := P)\{x};
IF !> [1* THEN
w*i=w; l* =1
END;
ELSE
w:=w+0(w,x)x;l:=0; P := P;
END;
END;

Satz2.7 Esgilt dasPocket-Konvergenz-Theoem: Seierdie Punkterational. Fur alle e > 0 gibt
eseinTy, sodalfur alle T > T, gilt: Wahlt manin (x) x soaus,daljeder Punktmit positiver
Wahrsdeinlichkeitausgesutt wird, dannist die Wahrsaheinlichkeit, nach " Stleifenduchlaufen
einenmaximalmoglichenWert * erreicht zuhaben,> 1 — e.

Beweis: BetrachtesineoptimaleHyperebenainddie PunkteP’, die dadurchrichtig klassifiziert
werden. Egal von welchemVektor man startet,es gibt eine Folge von je falschklassifizierten
Punktenin P’, die zu einemoptimalenVektor fuhrt. Die Wahrscheinlichkit, genaudieseFolge
ausdenPunktenP zu ziehen,ist n.V. > 0. Nehmejetztan,!’ seidie maximalerreichteMenge
an korrekt klassifiziertenPunktenund diesesei nicht optimal. Nachdem Zyklustheoremist die
LangederGewichts\ektorendie erreichtwerdenkonnen beschénkt. Bei rationalenMusterngibt
esalsonur endlichverschiedenerreichbaresesichtsektoren. Fir jedenvon diesengibt eseine
Folge, die mit positver Wahrscheinlichkit gezogerwird und zu einemoptimalenVektor fuhrt,
d.h.zujedemZeitpunktkannmanmit positiver Wahrscheinlichkit eineoptimalePatternfolgefol-
gen.Bei beliebigerZeitdauemwird alsomit Wahrscheinlichkit 1 einezum Erfolg fihrendeFolge
gezogenMan kanndahereinenZeitpunktbestimmenpachdemmit Wahrscheinlichkit > 1 — ¢
ein Optimumerreichtist. O

Allerdingsist esso, dalRbei andererz.B. zyklischerReihenfolgenicht notwendigein Optimum

erreichtwird. Wannerhalt manso ein Optimummit hoherWahrscheinlichkit? Die ausdemBe-

weisresultierendeischrankenfir die Zeitdauersind astronomischlst dasnotig? Wahrscheinlich
ja, odergenauer:

Satz2.8 BetrachtefolgendesProblem: £ € N, n € N, einePatternmeng P in {0,1}" x {0,1}
seiengegeben. Gibt esein Perzepton, dasauf P hochstensk Fehler madt? (k, » und P sind
variabel.) DiesesProblemist NP-vollstindig

Beweis: In NP ist klar, dennmankann Gewichte raten(derenDarstellungist durchO(n log n)
beschankt)undtestenpb sie zu maximalk Fehlernfiihren.
DasProblemist auchNP-wllIstandig: Dieseswird durcheine Reduktionvom hitting setPro-
blemgezeigt.Sei
(S={s1,---,8.},C ={c1,.--,cm}, k)

eine Instanzvom hitting setProblem. O.E. |¢1| = ... = |cn| = [. (AnsonstenvergroRerec;
um neueElemente.) Definieredie Eingabedimensiom’ = nl und die Trainingsmengenit den
Punkten

pi = (&, €, ..., &, € 1), i=1,...,n,

pij = o ..., 0, 0% 0),

plcj = (0, 0, ..., 0 e . 0), j=1,...,m,

I
—~
<P
~

L
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wobeig; € R" derite Einheitsektoristunde;, . ; derVektormit 1 andenPositionen,, ...,
und0 sonstfur ¢; = {s;,,...,s;}. DieseMengekannmit maximalk Fehlerngetrenntwerden
dannundnurdann,wennesein hitting setder GroRek gibt:

Esgebeein hitting setc der GroRRek. Definierefir die Gewichte (w;;)i=1....1j=1,..n

wij:{O s;&c

—1 s;j€ec

undé = 0. Dasbildetgenaudie Punktep; mit s; € ¢ falschah

Seiumgelehrt eine Losungmit maximal £ Fehlerngegeben. Definiereein hitting setc wie
folgt: Falls p; falschist, ist s; € c. Fallsein pgj falsch,aberalle p; fur Punktes; in ¢; richtig sind,
ist ein beliebigerPunktausc; in c. Nehmean, ein¢; seinichtvon c getrofen. Dannbekameman
faralles; € ¢;:

l l
w2 0= wp > 16
h=1

h=1 s;€c;

undfir ¢; selberfur b € {1,...,1}:

l
thj<0:>22whi<10.

Si€Cj h=1 s;€c;j
Widerspruch. a

Obige Reduktionist sogarkostenerhaltendd.h. die Grof3eeineshitting setund die Anzahl der
Fehlklassifikationeentsprechesichgenau Esist fur hitting setsogarschwierig,eineLdsungzu

finden,die nur maximalc mal soschlechtwie dasOptimumist (c einepositive Konstante) Dieses
transferiersichaufdasTrainingsproblemAuch nur Losungerzufinden,die maximalc malmehr
Fehleralsoptimalmachenjst schwierig.

2.5 DasRosenblatt-Rerzeptron

Um die Machtigleit einesPerzeptrongzu erhbhen,sind verschieden&/ariationendenkbar Das
RosenblatPerzeptrorversuchtlineareTrennbarlkit zu erreichenjndemdie Datendurchgeeig-
nete aberfesteFunktionervorverarbeitetverden.Konstruierist esfir Bilddaten,d.h.wir nehmen
eineEingabeausR"*™ an. Die Funktionensollen— demvisuellenSystemdesMenscherahnlich
— lokale Operationervornehmengtwa Rauschemunterdiicken, Kantenextrahieren speziellelo-
kale Mustererkennen,.... Hinter die sovorverarbeitetrDatenwird ein wie tblich trainierbares
Perzeptrorgeschaltet.

Definition 2.9 Ein RosenblattPerzeptron berechneteineFunktion f : R**™ — {0, 1}, die sich
durch VerkniipfungeinesPerzeptonsp mit festenFunktionenf; : R**™ — {0, 1} ergibt, d.h.

f=p(fi(x), ., fu(x)) .

Die Funktionenf; heil3enMasken. Die Masle f; hatdie Ordnung k, falls f; nur vonk Koefizi-
entender Eingabeabhangt. Die Masle f; hatdenDurchmesser k, falls f; nur vonKoefizienten
in einemQuadrat der Kantenknge k£ abhangt.

Offensichtlichkonntenbei unbeschiinktenMasken alle wesentlicherOperationereinfachdurch
die Maskenvorgenommerwerden,so daf3allesverarbeitetverdenkann. Sinrvolle Operationen
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sindjedochbegrenzte Jokale Operationendie durchausszom Bildmaterialabrangigseinkonnen.
Auf einer Auktion von Gemaldensind etwa Masken sinnvoll, die den SchriftzugdesMalerser-

kennenkdnnen- dieserist fur denPreisentscheidendUm einenText erkennenzu konnen,sind
Maslken (fur Prototypen)¥ir die einzelnerBuchstabersinnvoll. Tatsachlichist eseinegeb&uch-
liche Methodein derBildverarbeitungim original Bildmaterialzurachstlokale Merkmalezu ex-

trahieren etwa Kantendetektoremittlerer Grauwert,. .. undauf diesesvorverarbeitetéVaterial
zutrainieren.

Jedochdas RosenblattPerzeptrorhat mit beschéanktenMasken nur eingeschiinkte Trenn-
fahigkeit, so dafli es nicht als universellerMechanismusingesetztverdenkann. Konkretbe-
trachtenwir dasProblem,zusammen@ingendeMusterzu erkennen:Sei Z die Aufgabe,zusam-
menféngendevusterin {0, 1}"*™ nachl und unzusammerdmgendeviusternach0 abzubilden.
Dabeiheif3tein Musterx zusammenéingend sofernje zwei Punktez;; undz, mit Wert 1 Gber
einenPfad von Punktenmit Wert 1 verbundenwerdenkonnen.

Satz2.10 Ein RosenblatPerzepton mit MaskenvombDurchmesserm (m > 5) kannaufEingaben
aus{0, 1}™™ fur n > 3m dasProblemZ nichtlosen.

Beweis: Betrachtalie folgendenMuster
L M R L M R L M R L M R

Esgibt Masken, die auchauf denBereich L bzw. auchauf denBereich R, abernicht auf beide
zugreifen,undMasken, die nur aufdenmittlerenBereichzugreifen.Von diesendrei Gruppenvon
Masken erhaltenwir alsoje einenBeitragfur die AktivierungdesPerzeptronsDieserwird mit
(I;, m;, ;) bezeichnetwobeii dasMusterundderBuchstabelie jeweilige Region bezeichnetDa
die Musterin denentsprechendeBereicherteilweisegleichsind, errélt man

mp = Mgy = M3 = My,
Lh=l3,m1 =719, la =l4,r3=14.

Warendie Musterkorrekt, erhieltemanalsofolgendeUngleichungenwobeif denBiasdesNeu-

ronsdarstellt;
ll + mq —+ a1 Z 9

l2+m1—l—r1<0
Lh+mi+r3<¥
l2+m1+r329

:>l1+l2+2m1+7“1+7“3<29§l1+l2—|—2m1+r1+r3
Widerspruch. O

Minsky und PapertbetrachterspezielleMaskenfolgenderForm:

f“(x)_{o sonst

wobei A eineausgezeichnetilengevon Koeffizientenist. D.h. Masken dieserForm testen,ob
anmindestenslendurch A spezifizierterStelleneinel steht.Minsky und Papertzeigen,dalfifol-
gende$roblem sofernesmit einemPerzeptrommit MaskenobigerBauartimplementiertwerden
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soll, mindesten®ineMaske berbtigt, die auf denganzerEingaberaunzugreift:

flx) = { (1) L{()(é;/:) | z;, = 1}| ist gerade

Eskannalsonichtmit lokalenVorverarbeitungeaueinemlineartrennbarefProblemtransformiert
werden.

[Dazunutzensie dassog.Gruppeninvarianztheorem, welchesbesagtdaldein Problem,das
gegeriibereiner GruppeG von Transformationerfetwa Rotation, Translation,...) invariantist
und mithilfe von Masken daigestelltwerdenkann,so daRdie Mengeder zulassigerMasken ge-
geriiberG abgeschlosseist, dannaucheine Darstellungbesitzt,so dal3alle durchG ineinander
ubertihrbarerMaskendieselbeGewichtungbesitzen.

Dahersindin obigemProblemo.E. die Gewichtealler Maskenzu einerMenge A mit demsel-
ben|A| gleich,dennwir kbnnenals G die Gruppealler Permutationemler IndizesbetrachtenEs
seiein Patternmit M Stellenl gegeben.Fir diesediefern genaudie Maskenmit festem|A| = j
einel, beidenenA in denM Stellenenthaltenst, d.h. manerhalt von (1‘]”) solchenMaskeneine
Ruckgabe Daherfindetmandie Aktivierung

s ()

fur alle Mustermit M Koeffizienten1. k ist die maximaleMaskeng©Re. Dasist ein Polynom
vom Gradj in M. Betrachtedie Funktion f. Die Patternmit M Werten1 werdenabwechselnd
fur wachsended/ nacho, 1, 0, ... abgebildet.D.h. die Aktivierungmul3fur wachsended/ das
Vorzeichem x m Mal wechselnDahermul3esmindestengineMaske gebendie aufalle Punkte
zugreift.]

Vom RosenblatPerzeptrorubriggebliebenst in der modernerBildverarbeitungmmernoch
dasVerfahren,zunachstlokale Merkmalezu extrahieren,die dannmit — wie wir geseherhaben
notwendigmachtigeren- Klassifikatorenweiterverarbeitetverdenkdonnen.

2.6 Konstruktive Verfahren

Alternatv kannmanfur diesekomplexerenProblemePerzeptronnetzeinsetzen- nur, wie soll
mandiesetrainieren?Basierencauf demPerzeptronalgorithmugibt esverschieden&/erfahren,
die jeweils nur ein Perzeptrortrainierenund geeignetmit einembestehendeietz zusammen-
setzen,so daf3 sukzessie ein machtigererKlassifikatorentsteht. Sei P, ¢ R" x {0,1} eine
Trainingsmenge.P, seinicht widerspiichlich, d.h. enthaltekeine Werte (x; y;) und (x; y2) mit

Y1 # Yo
Definition 2.11 Tower-Algorithmus:

P :=Py; f:= (x+— 0);

Wederhole solang f die Menge P noch falsch klassifiziert:
Trainiere ein Perzepton p auf P.
f=xrpx, f(x));
P={(x, f(x));y) | (x;9) € R},

Nach! Schleifendurctdufenbestehtdasfertige Netzaus/ PerzeptronemebendenEingabeneu-
ronendiein einemTurmangeordnesind,d.h.esgibt Verbindungervon Neuron: zuNeuron; + 1
fur alle ¢, die berechneté&unktionhatdie Form

pr(x,proi(x, ..., (x,01(x)) .. 1)) -
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Satz2.12 Esgibt einenTrainingsverlaufsodal3dder TowerAlgorithmusnac Zufugenvonmaxi-
mal | Py| Neuonenhalt.

Beweis: Ordnedie Musterxy,...,x,, sodal|x;| < |x3| < ... gilt. Sindx,...,x; durch
die bisherberechnetd-unktion f korrektklassifiziert,aberx;,; nochfalsch,dannkdnnendurch
HinzufugeneinesweiterenNeuronsxy, . . ., x;.1 korrektklassifiziertwerden.Dahergibt esauch
einegeeigneteAuswahl der Muster die genaudiesenTrainings\erlaufbewirkt.

1.Fall: x;,, ist positiv. Definierefur dasNeurondie Gewichte (w1, ..., w,) = X1, Wnpp1 =
2|x;,1|? unddenBias |x; 1 |?. Fur x;,; berechnesichdie Aktivierung2|x;, 1| - f(x;;1) = 0. Fur
anderePunktex;, j < 7 emibt sichderWert

20xi1|” - f(x5) + %0 yx5 — [xiga]?

Da|x!, x;| < |x;41|? ist, ist dieseggenaufilr f(x;) = 1 nichtnegati.
2.Rall: x;, ist negativ. Definierefur dasNeurondie Gewichte (wy, ..., w,) = —x;.1, das
Gewicht w1 = 2[x;41]* — e fUr 0 < € < min;{|x;41|> — |x{, ;x;|} unddenBias —|x;,1|>. Das
ergibt die Aktivierung
(2lxi1[* =€) f (x)) = xipax; — |xip1 [*

Diesesegibt die gawiinschterAusgaben. O

Offensichtlich kann damit der Algorithmus mit jedem Neuronauchbei beliebigembisherigen
Trainings\erlaufmindestengin Mustermehrkorrektklassifizierensoferndie Eingabemusteslle
denselberBetraghaben.Dasgilt alsofur Musteraus{—1, 1}" und, dasie nur durcheineaffine
AbbildungdereinzelnerKomponenterausdieserhenorgehenauchfir Musteraus{0, 1}". D.h.
auf binarenoder bipolarenMusternist man nach spatestens P,| Neuronenfertig, sofernjedes
einzelneNeuronoptimaltrainiertwird.

Trainiertmanetwa auf dasXOR Problem

(0,1;1),(1,0;1),(0,0;0), (1,1;0),
sokannmanz.B. nachdemerstenDurchlaufdie Trainingsmenge
(0,1,1;1),(1,0,1;1),(0,0,0;0),(1,1,1;0)

erhalten soferndasersteNeuronein OR berechnetDieseTrainingsmengést etwa mit denGe-
wichten (—1,—1,2;1) linear trennbar so dafmanin diesemFall nachzwei Durchlaufenfertig
ist.

Definition 2.13 Upstart-Algorithmus: Die Prozedur

Training(P; f)
{
Trainiere ein Perzepton p auf P, die Gewichte seien(w, 0).
Falls P nicht korrektist:
Pr={(x1)[(x1) € P,p(x) (
Py :={(x;1) [ (x;0) € P,p(x) (
Training(P, f1)
Training(Ps, fo)
f(x) = H(w'x + M fi(x) — Afa(x) — 0)
sonst.f :=p

0}u
1}uU

——

)| (x;0) € P}
)| (x;1) € P}

x; 0
x; 0
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wird mit Training(Fy; f) gestartet.\ > 0 ist genigendgrof3gewahilt.

D.h.in jedemrekursven Schrittwerdenzwei Neuronereingefigt, die sichquasiaufdasTren-
nendernochfalscherpositivenbzw. dernochfalschemegativenMustervom Restspezialisieren.
Bei geeigneteKopplungdiesesSpezialvissenskommtmanzum Ziel, daja in jedemSchrittdie
MengenummindestenginenPunktkleinerwerden.(Ein positverundein negatver Punktkonnen
mindestensichtig gemachiverden.)Soerhalt manein Netzmit einerNeuronenanzahlon maxi-
maln, 27,21, ..., 2,1 Neuronerje Schicht,wobeil + 1 die maximaleRekursionstiefést.

Satz2.14 Wennman A genilgendgrolR wahlt, dannklassifiziertf die Menge P richtig, wenn f;
und f, die Mengen P, bzw P, korrektklassifizieen.

Beweis: Fir einPatterngibt esvier Moglichkeitenfir die Aktivierung:

. i tx > 0 wir — — >
o (x;1)mitw'x > 0: w'z — 0+ Afi(x) — Afo(x) >0

20 >0 =0

: i+t ot _
o (x;0)mitwix < 0: wz — 0+ A\f1(x) — Afa(x) <0

<0 =0 >0

o (x;1)mitwix < 8: wlz — 0+ \fi(x) = Afa(x) >0
(x;1) v flf‘) fi())_

o (x;0) mitwix > 0: w'z — 0+ \fi(x) = Afa(x) <0
(x;0) B = fi(()) fzi)

Diesegyilt fur geriigendgrof3esh. O

2.7 Ensembles

Ein EnsemblekombiniertmehrereKlassifikatorenfy, . . ., f.., dieetwavon Perzeptronegebildet
werden,zu einemeinzelnerKlassifikatordurcheineeinfacheFunktion f : R* — R, sodaleine
komplexereFunktionf o (f1, ..., fm) entstehtUblich sind etwa eineeinfacheMittelung

2= HY fi) = )

odereinegewichteteMittelung

z = HO aifi(x) —0)
=1
mit geeigneterGewichten «;, 0, die man z.B so wahlenkann, dal3 Funktionen f; mit hoherer
Gute starker gewichtet werden,oder die man einfach trainierenkann. DieserAnsatzwird uns
spaternocheinmalbegegnen,wobeiwir statteinfachenPerzeptronerf; komplexere Funktionen
kombiniererwerden.

Die Darstellungsrachtigleit so einesEnsemblesst gegerilber einemeinfachenPerzeptron
gesteigertdennjedeBooleschd-unktionkannmit einemPerzeptronnetder Tiefe zweidagestellt
werden,sogarfalls die Gewichteder Ausgabeneuronealle 1 sind.

Die Fragestelltsichjetzt,wie mandie einzelnerPerzeptroneri; ambestertrainiert. Siesollten
jeweils moglichstwenig Fehlermachen.Habensie allerdingsFehler dannniitzt esoffensichtlich
nichts,wenndiesefir alle Neuronergleichsind. DaherwendetmanHeuristikenan,die moglichst
unterschiedlicheinzelnenf; produzierenMoglichkeitensind etwa:
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e DenPerzeptronalgorithmugsir die f; beiunterschiedlicheVertenstartenundunterschied-
lich langetrainierenlassen.
e JededNeuronaufunterschiedlich@rainingsmengeirainieren.

Boosting: Zieheausder Trainingsmengd® mit Zuriicklegeneine MengederselberGroie
pro Perzeptron.

Arcing: Zieheje neuemPerzeptrorausP eineTrainingsmengeerselberGrofie,wobeidie
bishernochnicht korrektklassifizierterPunkteeinehtohereWahrscheinlichkit haben.Sind
f1. -+, fr schontrainiert,wahlt manfir x etwa die Wahrscheinlichkit

1+ |{7] fi(x) ist falsch}|*
z“" (1+ [{i] fi(x;,) istfalsch|4)

Etwafur dasXOR ProblemkanndieserMechanismugu denTrainingsmengen

p(x) =

{(0,0;0),(0,1;1), (1,05 1)} und{(0, 1;0), (1,0; 1), (1,1;0)}
fuhren,die beideetwa mit Perzeptronerf; und f, lineartrennbarsind. Die Kombination

H(f1(x) + fao(x) — 1.5)
|6stdannXOR.

Ensemblesverdenhaufig eingesetztum die Generalisierungghigkeit desKlassifikatorszu ver-
bessernWir kommenspaterzu diesemEffekt.

2.8 Perzeptronnetze

Mankannnaitirlich mit beliebigerPerzeptronnetzestarten Esreichtzur DarstellungederBoole-
schenFunktioneineverbogeneSchichtaus.NichtsdestotrotkonnenmehrSchichterdie Anzahl
derNeuronerreduziererhelfen.

[Etwadie Funktion,die n binareEingaberder Gro3enachsortiert,kannnicht mit einemNetz
der Tiefe 2 und nur polynomiell vielen Neuronendaigestelltwerden,hingegendoch mit einem
NetzderTiefe 3 undpolynomiellvielenNeuronen.]

Sei also ein festesNetz mit Schichtenmit ng, ny, ..., n, Neuronenund der Perzeptronak-
tivierunggegeben. Wie kannmandiesestrainieren? E|n Algorlthmus emibt sich ausfolgender
Uberlegung: In einemfertig trainiertenNetzbildet jedeseinzelneNeuroni die Punktex?, ... '
die sichdurchdie Aktivierungauf denTrainingspatteremgebenauf Wertey?, ..., y¢, ah Dieses
geschiehtindemdie AktivierungdesNeuronSth;'. — 6 mit 0 verglichenwird. Wir hattenschon
gesehengalResmoglichist, w und# so zu andern,daf3sie sich als LosungeinesGleichungssy-
stemsmit durchdie Punktex;'- bestimmterKoeffizientenemgeben,ohnedie FunktiondesNetzes
auf dengegebenerDatenzu andern. Dasheil3taber mit Auswahl von maximaln; + 1 Punkten
au5x§- (n; seidie EingabedimensiodesNeurons:) und derenKlassifikationnach0 oder1 ist
w und f# bestimmt. Jetzttestenwir einfachfur jedesNeuronSchichtfur Schichtrekursve alle
Moglichkeitendurch. Es gibt zwar exponentiellviele Mt')glichkeitenin Bezugauf die jeweilige
Eingabedimension; desbetrachtetemNeuronsi (mansuchtbis zu (™ o .) Punkteund fur diese
einealler moglichenKlassifikationeraus),abernur polynomiellviele Mogllchkeltenln Bezugauf
die Anzahlder Trainingspunkten. D.h. die Prozedurist polynomiell fir einefesteArchitektur.
Die Architekturparametetretenaberexponentiellauf.

Wahrscheinliclgehtdasprinzipiell nichtbesserGenauehatmanfolgendeNP-Emgebnisse:
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Satz2.15 Betrachte folgendesProblem: n € N und eine Patternmeng P in {0,1}" x {0,1}
seiengegeben.Gibt esein Perzeptonnetz(n, 2, 1), dasauf P korrektklassifiziert?(n und P sind
variabel.) DiesesProblemist NP-volls&indig

Beweis: DasProblemistin NP, dennmankann(polynomielle)Gewichteratenundtestenpbsie
stimmen.Esist auchNP-wllstandig,damandasNP-wlIstandige2-SSPdaraufreduziererkann:

Seiein SSP(S, C) gegeben.Seio.E. |c| < 3furallec € C. Sei|S| = n. FolgendePunktein
{0,1}"*3 x {0,1} sindzulernen:

e (0,...,0,0,0,0;1),

e p;,=(0,...,1,...0,0,0,0;0) furalles € {1,...,n}, diel stehtander Stelles,

P, =(0,...,1...,0,1...,0,0,0,0;0) furallec; = {s;,, 5s,, 51} € C; diel steheranden
Stellensil, Sigs Sig

e (0,...,0,1,0,1;1),
e (0,...,0,0,1,1;1),
e (0,...,0,1,0,0;0),
e (0,...,0,0,1,0;0),
e (0,...,0,0,0,1;0),
e (0,...,0,1,1,1;0)

Esist jetzt zu zeigen,dal3diesesProblemmit einemNetz genaudannldsbarist, wenndasSSP
losbarist.

SeieineLdsungsS;, S, fur dasSSPgegeben DefinierealsGewichtefir diebeidenverbogenen
Neuronenw, 1,1, —1) bzw (wo, —1, —1, 1) mit

| -1 fallss; € S;
Wil =3 2 sonst

undBiases—0.5, die Ausgabeberechneein und. Dasbildet alle Punkterichtig abh Fur die Punkte
p., folgt das,daalle Mengenc; gesplittetwerden.

Seiumgelehrt ein neuronales\Netz gegeben,dasdie positven Punktekorrekt abbildet. Be-
trachtezurachstfolgendesTeilproblemin denletztendrei Koordinaten:

Die unterschiedlictklassifizierterPunktewerdendurchzwei EbenenH; und H,, die denNeuro-
nenin derhiddenSchichtentsprechenjoneinandegetrennt.O.E.liegt kein Punktdirektaufeiner
dieserEbenen.Seih; die Abbildung,die die Punkteauf der Seitevon H,, aufder0 liegt, nach1

abbildet,h, analog.DannberechnetlasAugabeneurort; A ho: Angenommendasseinicht der
Fall. Dannwurdeesnicht nur einen,sonderndrei der vier moglichenWertein der verbogenen
Schicht(0, 0), (1,0), (0,1), (1,1) nach1 abbilden,da nur eine Ebeneoffensichtlichdie Punkte
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nicht trenntund dasXOR nicht mit einemPerzeptrondsbarist. DashieReaber dal3eineEbene
mindestengwei schwarzePunktevon allenwei3enabtrennt.Dasgehtoffensichtlichnicht.
Betrachtgetzt wiederalle DimensionenDie beidenhiddenNeuronerdefinierene eineEbe-
ne,die wir wiedermit H; und H, bezeichnenAnalogzu ebenseiendie Abbildungenh; und h,
definiert. SeiS; = {s; | ha(p;) = 0} und Sy = {s; | heo(p;) = 0}\S;. DadasNetzh; A hy
berechnetinddie Punktep; alle nach0 gehenjst daseinedisjunkteZerlegungvon S. Warenfir
eineMengec alle Punktein S;, dannwirdeauchp,. von h; auf 0 abgebildetwerden,dennder
Punktliegt dannals Linearkombinationder einzelnenp; auf derselberSeiteder EbenenH,, wie
die einzelnernp;. Analogmit S,. O

Obwohl man das vermutet,folgt nicht automatischdal? das Training grol3ererNetze genauso
schwierigist. DazubedarfeseinesneuenBeweises:

Satz2.16 Betrachte folgendesProblem: n € N und einePatternmeng P in R* x {0,1} seien
gegeben. Gibt esein Perzeptonnetz(n, ny, .. ., np, 1), dasauf P korrektklassifiziert? (n und P
sindvariabel,n; > 2, ..., n, sindfest.) DiesesProblemist NP-volls&ndig

Beweis: Auch hierkannmanGewichteratenundtestenob siefunktionieren.
DerBeweisderNP-\blIstandigleit gehtdurcheineahnlicheReduktionvomn,-SSP:Wir deu-
tendashiernuran.
Seieinn;-SSP(S, C) mit Mengenc € C derKardinalitat maximal3 gegeben.Sei|S| = n.
Sein’ = n + n; + 1. FolgendePunktein R* x {0,1} sindzulernen:

e (0,...,0,0,...,0;1),
e p;,=(0,...,1,...0,0,0,...;0) furallei € {1,...,n}, diel stehtander Stelles,

ep;=(0,...,1...,0,1...,0,0,...,0;0) furalle c; = {s;,, 5s,, 81} € C; die 1 steheran
denStellens;,, si,, Si,,

e (0" q;1;0) furalleq; € {—1,1}"1\(1,...,1)

e (0" qg,1;1) mitqe = {1}™

o (0, %;,1;0)furi=1,...,n:(ny +1)und(0",2;,1,1) furi =1, ..., ny(ny + 1), wobeiz;
undz; wie folgt konstruiertwerden:

Wahlen; + 1 Punktein jederMengeH; = {x € R™ | z; = 0,Vj # i z; > 0}, undnenne
siez, z,, ..., die gesamtéMengeZ. Die folgendeEigenschafsoll dabeigelten: Gegeben
ny + 1 verschiedendunktein Z, dannliegendieseauf einer Hyperebenedannund nur
dann,wennsiein einemeinzigenH; enthaltensind. (Daskannmandurchdie Bedingung

1 ... 1 . . .. L
det( 2 2 ) # 0 testendaherist dasmoglich.) Fur z; € H; definierez; € R™
i oo Zig g
a|Sij = (Zjla ce s Rji15 %50 T € Zjig1y e e ey Zjnl)a Undij € R alsij = (Zjh sy Rjie1y Rgi
€, Zjit1, - - - » Zimy ), TUr Kleinese mit folgenderEigenschaft:Falls eine Hyperebenén R™

mindestens,; + 1 Paare(z;, z;) separiertdannsinddasdien; + 1 Paare die zu denjenigen
ny + 1 Punktenin einerHyperebenert; korrespondierennddie separierendelyperebene
ist nahezugleichmit derjenigerdurch H;. (DaskannmanwiederdurcheineDeterminante
testendahergehtdas.)

DiesePunkteerzwingen,daf3die Neuronenin der erstenverbogenenSchichtnahezumit
den H; Ubereinstimmemissen.Daherwerdendie p; aufganz{0,1}"* abgebildein der
erstenverbogenenSchicht,dasheil3t,dasrestlicheNetz berechnetvegenq; notwendigein
und!
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SeieineLdsungSy, ..., S,, desn;-SSPgegeben.DefinieredenBias desiten Neuronim ersten
hiddenLayerals —0.5 unddie Gewichteals (a1, . .., ay|, &, —0.5) mit

—1 s;istin S; enthalten
%=1 2 sonst

unddemitenEinheits\ektore;. Alle andererNeuronerberechnereinund. Dasklassifiziertalles
richtig.

Seiumgelehrtein Netzwerk,dasallesrichtig klassifiziert,gegeben.Wegender Punkteq;, z;
und z; berechnetlanndasNetz ab der zweitenSchichteinfachnur die Funktionund. Definiere
S; = {s;| dasite Neuronin derersterverbogenenSchichtbildetp, nach0 ab }\(S;U...US;_1).
Dasbildet ein Splitting, wie analogzum obigenBeweis gesehenverdenkann. O

ObigesErgebnisgilt sogarwennmannichteineperfekte sondermur eineapproximatve Losung
sucht,d.h.eineLdsungdie einengrofRenBruchteil,abernicht alle Punktekorrektklassifiziert.

Man erhalt sogarNP-Eigebnissewennmandie Eingabedimensiofestlaldt,aberdie Neuro-
nenanzahvVariiert. DiesesProblemkodnntez.B. auftretenwennmannacheinermoglichstkleinen
Architekturfur ein festesProblemsucht.Man erhalt:

Satz2.17 Fur eineArchitekturder Form (n, ny, . . ., ng, 1) mitfestemh > 2, n > 2 undvariieren-
demn; undn, undeinevariierendePatternmeng P in R" x {0, 1} istesNP-hartzuentsdeiden,
ob P mit geeigneterGewichtenkorrektklassifiziertwerdenkann.

Beweis: Reduktionvon’separabilityin the planewith lines’: SeienPunkte) und R in R? gege-
ben.Betrachte

P={(xs,y:) €eR? x{0,1} | (xs, e RAy; =1) V (x; € Q Ay; = 0)}.

P kannmit einemNetzderArchitektur (2, &, | R|, 1) klassifiziertwerdendannundnurdann,wenn
2 und R sichdurchmaximalk Geradertrennenassen:

Falls P korrekt klassifiziertwerdenkann, danndefinierendie durch die £ Neuronenin der
ersterverbogenenSchichtdefiniertenGeraderk Geradengdie Q und R trennen.

Falls @ und R durchGeradergetrenntwerden,danndefinieredasNetzwie folgt: Die Neuro-
nenin derersterverbogenenSchichtentsprechedenk GeradenSeiR = {p;, ..., pn }. Dasjte
Neuronin derzweitenverbogenenSchichtberechnefz,, ..., zx) — (=)z1 A ... A (—)xg, wobei
- beiz; auftauchtfalls p, aufdernegatvenSeitederitenGeraddiegt. Insbesonderbildetdieses
Neuronp, nachl undq nach0 abfuralleq € Q. Alsotut’'sein,odef alsAusgabe. O

Tja, die Situationsiehtalso ziemlich schnellibel aus,falls die Architektur zu groBwird. Man
hofft aber dalRobige schwierigenFalle in der Praxisnicht auftretenund trainiert trotzdem. Da
niemanddenobengenannterpolynomiellenAlgorithmusfir kleine Architekturenin der Praxis
ernsthafbbenutzt betrachtemwir aberjetztdie in derPraxisgeb@uchlichenTrainingsmethodefur
feedforwardNetze.

3 Feedbrward Netze

Um ein effizientesTraining von feedforward Netzenzu ermdglichen,bedientmansich einesent-
scheidendeifricks: Man ersetzdie Aktivierungsfunktiordurchdie sigmoideFunktionsgdz) =
1/(1 + e ®) die ja die Perzeptronaktierung fir Werte gegen +co gut anrahert. Vorteil: Die
Netzfunktionenwerdendifferenzierbarund alles 10st sich in Wohlgefllen auf. Alles, was mit



NeuronalaNetze, WS 99/00 23

Perzeptronnetzedarstellbamwar, lal3tsichauchdurchNetzemit der sigmoidenFunktiongut ap-
proximierendafir z # 0

lim sgdcx) = H(z)

C— 00

gilt. AuRerdemkonnenjetzt nicht nur binarwertigeAbbildungen,sondernAusgabenaus|0, 1]
betrachtetverden.

3.1 Trainingsverfahren

Seialsoein NetzundeineTrainingsmengé (x,,y,) € R* x [0,1]' | p=1, ..., m} gegebenDie
Eingabeneuroneseiendie Neuronerl, ..., n. Die AusgabedesNeurons; bei Eingabedespten
Mustersbezeichnemwir mit op;, die AktivierungdesNeurons: bei Eingabedespten Mustersmit
net,;; fur die Neuronendie nicht Eingabeneuronesind, gilt

ne;m' = Z Wj;iOpj — Gi, Opi = Sg({negi).
j—t
Der quadratische Fehler desNetzesist die Grol3e

1 & 1
E= 52 Z (0p) _ypj)2 = EZEP'

p=1 j ist Ausgabeneuron p=1

i

-~

Ep

Falls dasNetz alle Beispielerichtig abbildet,dannist £ = 0. Training bedeutetGewichte zu
finden,sodalR £ moglichstklein ist. Man beachtedal3 E differenzierbatist. Daherist ein so-
genannteGradientenabstiegmoglich: Geheauf der Fehlerfbcheschrittweisein die Richtung
dessteilstenAbstiegs, bis esnicht mehrweiter geht. Die RichtungdessteilstenAbstiegsist aber

geradadlersogenannt&radient
E
Vo E(w) = (M) ,
Qwij ),
wobeiwir wiederangenommehabengdalRderBiasjedesNeuronsdurcheinzusatzlichesGewicht,

d.h.eineVerbindungzu einemEingabeneuromit konstanteilEingabel realisiertist. Mathema-
tischist Gradientenabstgedaherfolgendesverfahren:

setzew := w, (i.A. kleine Zufallszahlen)
wiederhole

"W (aE(w)L

8w1~ j

Dabeiist 0 < n die sogenannt&chrittweite, die die Grol3eder Gewichtsanderungebestimmt.
Backpropagationbezeichnelediglich obigesVerfahren wobeidie Gradienterauf einespezielle,
besondergffiziente Weiseberechnetverden;wir betrachterder EinfachheithalberdenFall p =
1, und lassenden Index p weg. Fur mehrerePatternmufd mandie Rechnungfir jedesPattern
durchiihrenundanschlielendufsummierenEsist

OE(w)  OE  Oney
awij - 3netj awij

:5j'0i-
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(Kettenrgel: (f(g(x))) = f'(g9(x)) - ¢'(x)) mit demFehlerterm

s OF
77 One;

und
onet, 0D ksj Wik

8’wij awij

= 0;.

Man kanndie ¢, sehreinfachdurchfolgenderekursve Formel berechnendie esgestattetaus-
gehendvon den Ausgabeneuronedie Fehlertermdir die Neuronender einzelnenSchichtenzu
berechnenSie werdenquasiSchichtfir Schichtzuriickpropagiertdaherder Name, Backpropa-
gation:
5 { (0; — y;) - sgd(net;), j ist Ausgabeneuron
i =

Zjﬁk WO * sgd(ney), sonst.

Letzteresergibt sichwie folgt:

oF Z oF _c’J?nei;C
onet; vt onet, dnet;

osgdnet
IO

ji—k i—k

= ) Spwji - sgd(net)

j—k

(Kettenrgelim Mehrdimensionalenf (¢:(z), . .., gn(x)) = ggf; gl (z) + ...+ %gn’(x))

Definition 3.1 Offline/Batch Backpropagation ist folgenderAlgorithmus:

= To;
Initialisiere w, @ mit kleinenZufallszahlen;
Wederhole
Aw = 0; AQ := 0;
Fur jedesPattern (x,, y,)
Lpi i ist Eingabeneuon,
sgd_; ,; wjio; — 0;) sonst.

5 e (0 — ypj)oj(1 — 0;) j ist Ausgabenewn,
T XLk wikdko;(1—o;)  sonst

Awij = A’U)Z'j - Oiéj;
w:=w+nAw; 0 := 0 + n\eo; *)

0; (=

Beionline Backpropagationwird die Anderung(*) ersetztdurch die Anderung
wij := Wi — N0;05; 0; 2= 0; + ndy;

innerhalbder Sctleife
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Dabeiist 5y > 0; wir habensgd(z) = sgdz)(1 — sgdz)) benutzt. Online Backpropagation
nimmt die Gewichtsanderungemfeweils schonnachjedemPatternvor, ist alsokein tatsachlicher
Gradientenabstgemehr Es hat sich abergezeigt,daRdie dadurchentstehendeZufalligkeiten
forderlichfur die Ergebnissesind. Der Aufwandvon Backpropagatiomangtvon der Anzahlder
notigen Schleifendurcldufe ab, die sich je nachgewahlter Lernrateund Situationandernkann.
Der AufwandeineseinzelnenSchleifendurchlaufemgibt sich als Anzahl der Patternmultipliziert
mit der Anzahlder Gewichte mal eineKonstantedain jeder,Vorwartswelle zumBerechnerder
o; bzw ,Ruckwartswellé zumBerechnerderJ; jedesGewicht genaveinmalangeschauwird.
DiesesVerfahrenist mit einigen Problemerkonfrontiert, die man durch zahlreicheVariationen
versuchthat,zu meistern:

¢ LokalesstattglobalesMinimum gefunden,

e Minimum wird aufgrundzu gro3erSchrittweitelibersprungen,
e Oszillationin schmalenTalern,

e Stagnatatiomm Hochplateaus,

e ...

Folgendeteilweise heuristischmotivierte Modifikationen sind etwa moglich. (Bias durch On-
Neuronrealisiert!):

e Flat-spot-elimination:
In denFehlertermen; tauchtdie GroBesgd(x) auf,dieim besterfall 0.25, im schlimmsten
Fall nahezwo ist. Diesesfuhrt zu extrem kleinen Fehlersignaleninsbesonderesofernsie
durchmehrereSchichtenpropagiertwerden. Bei flat-spot-eliminatiorverwendeimanstatt
sgd(z) denWertsgd(z) + e fureine > O.

e Momentum Term: (Nur fur die Offline-Version)

NahebeilokalenMinima kannesgeschehergalRderGradientzu groRist unddeswgendas
Verfahrenoszilliert. Umgelehrtkannauf einerlangenGefallstrecle ein kleineslokalesMi-
nimumdenSuchprozeflaufhalten.Die Ideeist, gegensolcheEffekte ein Tragheitsmoment
einzuihren,sodal3tendentielldie letzte Richtungbeibehalterwird. EsbezeichneAw die
in () berechneténderungund Aw(t) dieim Folgendertatsichlichvorgenommendnde-
rungnachdemtten Schleifendurchlaufd.h. w;; := w;; + Aw;;(t). Esist Aw(0) = 0. Bei
Backpropagatiomit Momentumist

mit « € [0.2,0.9] demMomentum Term. Allerdingsist der Effekt begrenztund andert
nichtsdaran,daf3die auchdurchdenGradienterbestimmteSchrittweitefur die jeweiligen
Situationerunpassendst.

e Manhattan Training: Man ersetzinnerhalbder Schleife
Awij = Awij — 0; Sgr((Sj);

Die Fehlersignaléestimmeralsonur die RichtungderAnderungundnicht mehrdie GroRe.
TatsachlichentsprichtdieseseinemGradientenabstgeauf derdurch " > op; — ;| ge-
gebenerFehlerfhche.Dain 0 keineDifferenzierbarkit gegebenist, kommteshierevtl. zu
Oszillationen.
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e SuperSAB:
Die Ideeist, fur jedesGewicht eineeigeneSchrittweitezu verwendenum Verzerrungeitir
die einzelnerRichtungerzu vermeidenDie Schrittweiterwerdenadaptiert.

Awij(t) = mij(t) Awi

( oF oF
(t=1)-n" —1
Bt =1) 0 G = 5= (0) <O,
mi®)=4 . . ., OE __  OF
nij(t—1) -7 D, (t 1)81%- (t) > 0,
\ ni;(t—1) sonst

mit 0E (t)/0w;; = —Aw;;. n~ €]0,1[z.B.0.5 sogtfur VerkleinerunglerSchrittweite falls
sichdie Richtunggeanderthat,n* > 1 z.B. 1.2 somt fir VergroRerungfalls die Richtung
beibehalterbleibt. Allerdingsist der Gradientein immer nochstarkbestimmendeFaktor.
Im zweitenFall kanneszu einerExplosionder Schrittweitekommen.

e DeltaBarDelta:
Dasselbé&/erfahren wobeimandenzweitenFall durch

0FE (t—1) oFE

ersetzt.Dadurchsoll eineExplosionverhindertwerden.

’I']Zj(t) = 771](t — 1) + ’I7+, falls (t) >0

8wz~j 6w, j

e RProp:
ResilientPropagatiorbenutztaucheineeigeneadaptve Schrittweitefir jedesGewicht, ver-
zichtetaberganzlichdarauf,diei.A. irrefuhrendeGrofRedesGradienterzu verwendenZu-
demwerdenverschlechternd&chritte, d.h. manist tber das Minimum hinausggangen,
zuruckgenommerind mit verbesserteBchrittweiteneuprobiert.

( oF oF
—Aw;;(t—1 fall -1 ’
wij(t — 1) alls D (t )aw,-j (t) <0
E oF
Aw;(t) = § setzezudemawij (t) == S (t—1),
oF
\ —1i;(t) - Sgn(ﬁwzj (t)) sonst

n:;(t) wird wie bei SuperSABverandert.Der ersteFall entsprichidemZuriicknehmereines
verschlechternde8chrittes. Die Grofeder maximalenGewichtsanderungwird zusatzlich

beschankt. RPropist ein extremrobustesundschnelles/erfahren,sodalReshaufigdie Me-

thodederWahlist. Allerdingsist schnellesTraining haufigkontraprodukt fiir die Genera-
lisierungsleistungso dalRdiesedurchweightdecayoderearly stoppingerzwungernwerden
sollte (kommtspater).

e Steepestescent:
Die Ideeist, in RichtungdesGradientersoweit zu gehen,dalRmanin dieserRichtungein
Minimum erreicht,und dannersteine neueSuchrichtungeinzuschlagenin Richtungdes
Gradienterwird nur die Schrittweiteadaptiertaberkein neuerGradientberechnetDieses
hilft etwa bei langen,geraden(!) Talern oder Hochebenenschigt aberschonbei einer
einfachenFehlerfbchemit elliptischenHohenlinienfehl, daesstarkoszilliert.
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e Konjugierte Gradienten:
Alternativ kannmanin einerleichtvom GradienterabweichendeRichtungsuchensodaf}
dieseOszillation verhindertwird. Wenn manim Schritt ¢ schonin der Richtungd; ge-
suchthat, dannmochtemannicht wiederin die Richtungd; suchenmissen.D.h. in der
neuenSuchrichtungi,; sollte der Gradientmoglichstsenkrechtzu d, sein. Fur folgende
Uberlggungerbenutztman,daRsichjedehinreichendylatte Funktiondurcheine Taylorent-
wicklung gut approximiereral3t. Esgilt

f(@) = f(x0) + Vf(xo) (T — 10) +1/2 - (x — 20) H (20) (T — 70)

mit H = Hessematrixon f. Die Approximationist fir PolynomemaximalzweitenGrades
sogarexakt, fur mindestengweimalstetigdifferenzierbaré&unktionerkannsiedurcheinen
Termabgeschtzt werden,der mit dem Abstandder Punktex und x, skaliert. Obigeldee,
denSuchrichtungozuwahlendalRderGradientmoglichstsenkrechizuraltenSuchrichtung
bleibt, bedeutet:

0 =~ VE(Wt+1 + A- dt+1 )t : dt
neueSuchgerade

VE(WH_l)t . dt +)\d§+1H(Wt+1)dt,

—_——

=0, daentlangd; minimiert

Q

Dabeiseiw; derGewichtswektorvor Minimierenin Richtungd; und H die Hessematrixon
E. Manminimiertz.B.in sogenanntekonjugierten Richtungengd.h. Richtungermit

d§+1H(Wt+l)dt =~ 0.

d;1 wird jetzt als um einenAnteil in Richtungd, korrigierter Gradientgewvahlt, so dafd
di1 undd; konjugiertsind: dyyy = —VE(wy1) + 5 - di, wobei 8 so gewahlt wird, daf
d;_lHdt =0 gllt, dh(—VE(WH_l) + 5 . dt)tHdt =0

VE(WH_l )tHdt

= P= T 4,

Diesesist nurdefiniert,fallsd;Hd; > 0 ist. Anderenglls muBmansichmit adhocRichtun-
gen,etwa demeinfachenGradientenbehelfen.DieserAusdruckist nochsehrineffizient zu
berechnendaherformt manweiterum: Seiw,;,; = w; + «; - d;. Dannist

~ VE(Wt+1) — VE(Wt)

bl

H-d,

also

VE(WH—l)t(VE(Wt—H) - VE(Wt))
d{(VE(wWi41) — VE(wy))
—_—

0

(Hestenes-Stiefel)
VEW1)' (VE(Wii1) — VE(wy))
VE(w;)

Q

_di
~
VE(w¢)—Bdi—1

VE(Wt+1)t(VE(Wt+1) - VE(Wt))
VE(Wt)tVE(Wt)
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(Pollack-Ribiere)
VE(W11)'VE (W)
VE(Wt)tVE(Wt)

(FletcherReeves)

daVE(w;) LVE(w,;;;) anraherndgilt, wie wir gleich sehenwerden. Der gesamteAlgo-
rithmusist also:

W = Wy,
d:=—VE(wy);
Wiederhole
{
Findet, sodaBE(w + t - d) minimalist (line search).
w = w+td;
B = (VE(w') — VE(w))'VE(w')
o VE(w)!VE(w) ’
w = w/;

d = —VE(w) + fd;
}

Fur einequadratisch&unktion £ korvergiert diesesverfahrennachspatestens. = Anzahl
der ParameterSchritten,dennfiir quadratische# sind alle bisherigenNaherungerexakt,
auBBerfur Richtungenwo E konstantist x'H (w)x # 0, sodaRalle Termedefiniertsind,
unddie berechnete®radientersind paarweiserthogonal oy, # 0 aul3erfir VE(w;) = 0.

[Beweisfur letzteres:Seig; :== VE(w;), H := H(w) ist konstant.DurchInduktion nacht
wird folgendesewiesen:

gld, Vi<t,

a; # 0 aulBerfur g; = 0,

9i9; =0 Vi#j<t,

d; # 0 aulRerfur g; = 0,

diHd; =0 Vj<i<t.

a b wnN e

In obigenFallenist fur ¢t = 0 nichtszu zeigen.Der Induktionsschritist wie folgt:

1. g;,,d, = 0 nachKonstruktion.Fir j < tist g, ,d; Y (g1 — 9)'d; = audiHd; 20,
daHd; = (gs11 — 91)/ u.
2. Fur einequadratisch&unktionkannmanqa; ausrechnen:

0= VE(WZ + O!Zdl) =g0; + (l/inZ'
= i = (9;9:)/(d; Hdly).

Die zweiteZeile benutztdabei,dalin die Suchrichtungninimiertwurde,g; alsosenk-

rechtzuraltenSuchrichtungl;_; steht.Alsoo; =0 = gfg; =0=¢; =0

1
3. 9§+190 = _9€+1d0 8 0
1

9119i = giq(—di + Bisadi1) = 0



NeuronalaNetze, WS 99/00 29

1
4. dyy1 =0 = g1 = Bedy & gi+1 =10
5. di,Hd, = 0, dakonjugiert.

IV 3 . .
d Hd, Y —gtHd; = —gH(g;1 — g:)1/0; 0 fure > j+ 1]

e Newton-Verfahren: Mit demAnsatzVE(w;.1) ~ VE(w;) + H(w;) (w1 — wy) erhalt
mandie Iterationswrschrift

Wi =w; — H(wy) ' VE(wy) .

Durchdie Matrixinversionist dasVerfahrenallerdingsaufwendig.Eskannsehrinstabilsein,
soferndie Approximationschlechist.

e Quickprop: Die Matrixinversionbeim Newtorverfahrenwird umgangen.Man nimmt an,
H habeDiagonalgestaltundersetztie EintragedurchdenDifferenzenquotienten
aE(Wt) _ aE(Wt,l)
aZE(Wt) ~ awij 6w,~j

ow; w;i(t) — wi;(t —1)
Man erhalt
OE (wy) A (1)
Ow;;
wii(t+1) = wi;(t) — GE(w,) OE(wiy)
Ow;; B Ow;;

Ebensawvie dasNewton VerfahrenkannQuickpropsehrinstabil sein.

e Monte Carlo: In jedemSchrittwird zufallig eine Gewichtsanderungauseinemvorgegebe-
nenintervall gezogerundbei VerkleinerunglesFehlersauchvorgenommen.

¢ Simulated Annealing: Die obigeAnderungwird auchbei Verschlechterungit derWahr
scheinlichleit e=~#/T akzeptiertfur einT > 0, welchesim Laufe desVerfahrensgegen0
korvemiert, und AE = E(w;) — E(w;_1).

Beide Verfahrensind sehrlangsam,da sie die Struktur der Fehlerfachein keiner Weise
ausnutzen.Allerdings kdnnensie auchfir nicht differenzierbard-ehlerfunktionen® ver
wandtwerden. Gegeriiber Monte-Carlokann SimulatedAnnealinglokale Minima wieder
verlassenso dalRbei geeigneteVerkleinerungvon T' die Kornvergenzgegenein Optimum
sichegestelltist.

3.2 Prasentationder Daten

In der Praxissind Beispielefur einezu lernendeGesetzraf3iglkeit gegeben,und die Lernaufgabe
soll mit einemfeedforvardNetz gelostwerden.DazumufR3die Aufgabesoformuliertwerdendald
siealsLerneneinerFunktionf : x € R* — y € R™ aufgefl3twerdenkann.Die Datensolltenso
reprasentiertsein,dalldie zu lernendeFunktioneine moglichsteinfacheForm hat und moglichst
viel exaktesVorwissenin die Rep@asentationntegriertist. Zugleichsollte die Eingabedimension
moglichstniedrigsein,um zugewahrleistendalldie Datendie unbestimmtefarametederArchi-
tekturfestlegen,d.h. Uberflissigelnformationsollte vermiedenverden.(DieserPunktwird spater
nochexakt gemacht.)Die Beispiele,die die Gesetzraligleit bezeugensolltenreptasentatr fur
denBereichsein,fur dendie Funktiongelerntwerdensoll.
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In der Praxisgibt eskeine Standarderfahrenfir eine geeigneteRep@sentation.Einige der
obengenannterKriterien sind offensichtlichwiderspiichlich,und esgilt, einegeeignetéBalance
zwischendenAnforderungerzu finden. Eine geeignetdRepi@asentatiorzu finden,ist in derRegel
eine sehrzeitaufwendigedJnterfangen,von dem allerdingsder Erfolg desLernenswesentlich
abhangt.EsfolgeneinigeKochrezeptdir moglicheRepi@sentationen:

e SymbolischéDaten:Viele Datensind durchAttribute symbolischeNaturbeschriebendie-
se mussenals reelle Zahlenkodiert werden. Tretennur zwei Auspragungenrauf oder be-
sitzendie Attribute eine natirliche Anordnung,so kannmansie durch0 und 1 bzw. durch
verschiedenaufsteigenddVerteim Intervall [0, 1] repiasentieren.Besitzendie Attribute
keinenatirliche Anordnung,soist eineunareKodierungangebrachtAttribut a; wird durch
deniten Einheits\ektorin R*, a = Anzahlder Attribute, repiasentiert. Dasist gegeriiber
einertheoretischebenélls denkbarerbinarenKodierungvorzuziehenda eine binare Ko-
dierungnicht begriindeteAhnlichkeiten zwischenunterschiedlicherttributen definieren
wirde. Unare Kodierungist insbesonder@angebrachtyvenn man eine Klassifikationder
Datenin mehralszweiKlassenernenmochte,d.h. zur Kodierungder Ausgabe.

e ReelleDatenkdnnendirekt eingegebenwerden. Nichtsdestotrotast im Allgemeinenei-
ne Skalierungder Datenangebrachtym nicht — bei anfanglichgleicherLernratefirr jedes
Gewicht—eineEingabebeimLernalgorithmuszu bevorzugen.Skalierererfolgtso,daf3ten-
dentielldasintenall [0, 1] oder[—1, 1] durchdie einzelnenEingaberausgesacbpft ist. Die
Datensolltendazulineartransformiertwerdenz.B.:

T — T,

T
T — Tm

mit z,,, = minimalerangenommenaiNertundx,; = maximalerangenommenadert.

Vermutetman,dal3die Eingaberzwar beschénkt,aberdie Extremanichtin der Datenmen-
ge tatsachlichvorhandersind, kannmanz,, bzw. z,; um z.B. 5% der Distanzz,; — x,,
verkleinernbzw. vergrof3ern.

Sind die Datennicht beschénktbzw. zwar beschénkt, abermit wenigenAusreil3erndann
kannmansieauchdurchdenAusdruck

T — Ef:l T;i/p
(T =220 7 /p)?/(p— 1)

normieren,p bezeichnedie Anzahlder Muster, z; die betrachtetd oordinatedesMusters
i. Die einzelnenKoeffizientender Patternmengdilden eine Verteilung. DieserAusdruck
sogt dafur, dafddieseVerteilungdenErwartungswerf unddie Varianzl hat,d.h.tendentiell
liegendie Datenim Intervall [—1, 1].

X —

Mochtemanbei Ausreil3errkeinenumerischerProblemebekommen kannmandie Daten
aucheinfach quantifizierenin geeignetviele symbolischeBeschreibingen: klein, mittel,
hoch,sehrhoch.

¢ HaufighatmandasProblemdafeinigeDatenfehlendeAttributeaufweisen Sindgeriigend
Datenvorhandenkannmansie einfachwegstreichen.Sind nicht geriigendDatenvorhan-
den,dannmusserdie Attribute geeigneersetztwerden.Moglich sindetwa:

— geeigneteDefault-Wert (etwa bei symbolischerttributendie haufigsteAuspragung),
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— haufigstetWert bzw. Mittelung der Auspragungbei denk ansonsterhnlichsterMu-
stern,

— Wert, derangibt,dal3derWertfehlt, (zusatzlichesNeuronauf1),

e Bei der Zeitreihenprognose/erarbeitungmodchte man haufig aus einer prinzipiell unbe-
grenzterZeitreineeinenWertvorhersagenDa einfeedforwardNetznur mit begrenztvielen
Eingabenumgeherkann,legt mantberdie ZeitreiheeinenZeitfenstereinerfestenGrolie
k, anhanddesserdie Datenvorhegesagtwerdensollen. & mufd durch Ausprobierenbe-
stimmtwerden. Die Aufgabeist dann,ausx; , =; g1, --., x; die Ausgabevorherzusa-
gen,stattausz, ..., ;. Globalelnformation,d.h.von allen bisherigenWertenabrangige
Information, kann man zusatzlich in beschanktemMal3eintegrieren: mankannin einem
zusatzlichenWert etwa eineexponentiellabfallend gewichteteSummeliberalle bisherigen
Eingaberspeicherroderdie Zahl der unmittelbarerVorganger die insgesameineaufstei-
gende/absteigendenlge bilden, aufsummieren.Beide GroRensind von einerim Prinzip
unbeschiinktenVergangenheiabrangig.

Bei Zeitreihenprognoséestehtsehrschnelldie Gefahr, nicht fur repasentatre Datenzu

lernen,soferndie Reihennicht statiorér sind. Statiorar heif3t,dafl3sich die Reiheprinzipiell

bei jedemZeitpunktso verhalt, wie ganzzu Anfang,sofernmandie Vorgangericht weif3.

Liegt ein Trend(z.B. Inflationsrate)vor, kannmandiesenaberleicht beseitigenindemman
etwa zu denDifferenzent; ., — x; Ubegehtodervon der ZeitreiheneinenlinearenProze3
l(x;, ..., 2;_x) abziehtderdurcheinfacheGaulRsch&egressiorgevonnenwurde.

e In derBildverarbeitungesteherdie DatenausBildern, die z.B. ElementeausR™"*™ sind.
Im allgemeinenist die Dimensionsehrhoch und dasMaterial durch die Aufnahmeyege-
benheiten(Licht, Verwackeln, ...) nicht optimal. Die Dimensionkannreduziertwerden,
indemmanz.B. stattjedesPixels je UbermehrerePixel mittelt odercharakteristisch€oro-
blemablangige)FeaturesstattdesBildes verwendet. Oft ist nicht der gesamteAusschnitt
wichtig; relevanteBereichekdnnenausgeschnittewerden.Etwa bei Ziffernerlkennungsoll-
te manalle Ziffern gleich skaliertund zentriertprasentierenBinarisierung(d.h. alle Werte
ubereinergewissenSchwellewerdeni, alle anderero, auchfeinerin Graustufermoglich)
verkleinertdenberbtigtenSpericherplatzind Berechnungsaufand.

Um dasMaterialzuverbesserrkannesgeeigneworverarbeitetverden.Oft wird dabeitiber
jedesPixel eine Maske gelegt, die angibt, wie dasPixel mit seinerUmgelung verrechnet
werdensoll. DieseFilter bewirken z.B., dal3Detailsdeutlicheroderumgelehrt Rauschen
unterdiickt wird. LineareFilter konneneinfachdurchdie Koeffizientenmatrixangegeben
werdenz.B. bewirkt derFilter

1 2 1
l- 2 4 2
16\ 9
ein Glatten,derFilter
1 2 1
— 2 =12 2
1 2 1

extrahiertKanten. Es gibt auchglobale Operatorerwie FouriertransfomationSegmentie-
rung, Texturanalyse, . ..

In derpixelbasierterBildverarbeitungsoll jedeseinzelnePixel einesBildesseparatufeine
Ausgabeabgebildetwerden,etwa um Luftaufnahmerautomatiscleu kartographiererund
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die verschiedene®bjekte Feld, Wald, bebauted.and, ... herauszufindenDazuwendet
man einige der obigen Operationeran, so daR man mehrereRep@asentationermesselben
Bildeserhalt, undverwendetie je annur einemPixel stehendénformationals Eingabefir
ein Netz. Dadurch,dal3geeignetvorverarbeitetwurde, errélt dasNetz (hoffentlich) auch
die zur KlassifikationdesPixels notige Information,dennnur mit demGrauwertdesPixels
selberkannein Netzin derRegel nichtsanfangen.

¢ In der Spracherarbeitungtrifft man auchauf verschiedend-ilter, Fouriertransformation,
.... Hinzu kommthier derschonerwahnteAspektder Zeitreihewverarbeitung.

e Haufigmussemichtnur die einzelnerPattern,sonderrauchdie ganzePatternmengandas
Problemangepassiverden. Es kannz.B. sein, dal3gewisse Datennicht geriigendhaufig
repasentiertsind, obwohl Ausgabenin diesemBereichfir die spatereNutzungrelevant
sind. Etwa bei einemmedizinischerProblemkanneswesentlichwenigerKrankheitsélle
alsanderd-alle geben.Sollendennochalle Falle gleichgut gelerntwerden misserdie we-
niger vertretenerstarker gewichtet, d.h. die entsprechendefrainingsdaterz.B. mehrmals
identischkopiert werden. Haufig kennt man zudemEigenschafterder Abbildung, etwa
eine Invarianzgegen gewisse Transformationendie nicht komplettin die Rep&asentation
der Patterneingearbeitetverdenkann. Man kanndanndem Netz zusatzlichemithilfe der
TransformationererzeugtePatternprasentierenum eine Invarianzdurch die Lernaufgabe
zuerzwingen EinegewisseRolustheitgegenRauschenvird etwa dadurcherzwungengdald
mandie Eingabedatemehrfachleicht verrauschtepiasentiert.

3.3 Inter pretation der Trainingsergebnisse

Auch die trainiertenAusgabedatesind nicht bzgl. ihres Formatesnotwendigidentischzu den
tatsachlichgewiinschtemAusgaben Moglich ist auchhier, dal3bei reellenDateneine Skalierung
aufdasintenall [0, 1] oder|[—1, 1] vorgenommerwurde,so daReineRickskalierungerforderlich
ist. Die Ausgab&vertesolltenim (Abschlul3des)Wertebereichsler verwendeterAktivierungs-
funktionliegen! Bei KlassifikationsaufgabelpenutztmanhaufigeineunareKodierungwie schon
beschriebenEsist dabeinichtklar, zuwelcherKlassedie Eingabegelbrensoll, soferndie Ausga-
be nicht einestrikt unare Darstellungbesitzt,wasin der Regel bei sigmoidenAusgabemicht der
Fall ist. FolgendeMoglichkeitensinddenkbar:

band Es wird um jede gewiinschteAusgabeein Intervall einerangegebenerBandbreitegelegt.
Sindalle Ausgabe&verteinnerhalbdiesedntervalls, dannist die Ausgabekorrektklassifiziert,
sindalle auRerhalbist siefalschklassifiziert,ansonsteist die Ausgabeunbekannt.

402040 Die Sollausgabest unar. Die tatsachliche Ausgabeheil3t ebenélls unar, falls genauein
KoeffizientgroReralseinvorgegebeneiVertist undalle andererK oeffizientenkleinereinem
anderenvorgegebenenWert sind. Falls der hochsteWert mit der zu prognostizierenden
Ausgabedibereinstimmtist die Klassifikationkorrekt, sonstfalsch.Falls die Ausgabenicht
unarist, ist daseErgebnisunbekannt.

WTA Die Sollausgabést unar. Die tatsachlicheAusgabeheil3tebenélls unar, falls genauein Ko-
effizientgro3eralsein vorgegebeneiVertist undalle andererKoeflizientenum mindestens
einevorgegebeneSpanneleinersind. Falls derhochsteWert mit derzu prognostizierenden
Ausgabedibereinstimmtist die Klassifikationkorrekt, sonstfalsch. Falls die Ausgabenicht
unarist, ist daseErgebnisunbekannt.
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Die genauaNahlobigerParametehangtin derRegelvomspezifischeergebnisah Esistklardafd
die sointerpretierterErgebnissaichtgenaumit demberechnetefirainingsfehleiibereinstimmen
mussengd.h. ein Netz mit schlechterenTrainingsfehleikkanndurchausdesserelassifikationser
gebnissdiefern.

Daslegt nahe,auchdie Fehlerfunktionin Fragezu stellen. In speziellenSituationenkdnnen
vom quadratischefehlerverschieden&unktionersinnvoll erscheinenDer Fehlerfur ein Pattern

kannetwa als
> loj =yl

J

fur p > 1 definiertwerden. Im Fall p = 1 ist dasin Null nicht differenzierbamund sogt evtl.
fur Oszillation. Dagegyen werdenabergrof3e Abweichungemicht so stark gewichtet wie beim
guadratischeirehler Die Wahlp > 2 bestraftdagegengroReAbweichungemmeht Allgemeiner
kannmandenFehlerals
> F(o4,;)
j

mit einer nichtnegativen differenzierbarerrunktion f mit der Eigenschaftf(x,z) = 0 wahlen.
Jenachdempb dieseoberhalboderunterhalbdemquadratischefrehlerliegt, bestraftsie Abweli-
chungenstarker oderschwacher Dieseskannsinrnvoll auchasymmetrischin o undy geschehen,
sofernAbweichungenn dereinenRichtungeherzu vermeidersindalsin deranderen.

BeieinerunarenKodierungderAusgaberifft mangelegentlichdie sogenannt&r euzentropie
an,d.h.denFehler

- Zyj In(0;/y;)

mit der Vereinbarung) - Inoco := 0. Diesesist fir y; = o; Null und ansonsterpositv. Man
kanndenselbermnsatzbei einer Wahrscheinlichkitszuordnungstatt einer nur unaren Ausgabe
verwendend.h.im Fall Y}~ y; = 1, Y o; = 1. Die Kreuzentropiebildet dannein Fehlermaf3
zwischereweiWahrscheinlichkitswerteilungenlm VergleichzumFehler|y — o? hatobigesFeh-
lermaRSingularitenandenStellenmit y; = 1 undo; # 1, vermeidetalsotendentielldefinitive
Fehlklassifikationen.

Die AnderungdesFehlershatnaiirlich veranderteBerechnungsformelfiir Backpropagation
zurFolge.Falls E, = > . d(o;, y;) gilt, berechnemsichdied; als

5 — w%(l — 0)) j ist Ausgabeneuron,
i = 0j

> ik Wik0k0;(1 — o)  sonst

Die Kreuzentropiererlangt,dafl’die Ausgaberniendentiellunarsindbzw. eineWahrscheinlichkits-
verteilungdarstellen Um dieseszu bewirken, bietetsich eineAnderungder Aktivierungsfunktion
an. Wird einfachdie sigmoideFunktionsgddurcheineanderedifferenzierbard-unktion f aus-
getauschtdannandertsichin denFormelnlediglich derTermo;(1 — o;), derdurch f'(o;) ersetzt
wird. Moglichist etwa einelineareFunktionodertanh, soferndie Ausgabenicht nach|0, 1] ska-
liert werdensoll. Eine Ausgabedie eineVerteilungdarstellt,wird durchdie sogenannt&oftmax
Funktionerreicht:

SOft-5gq(x1, . .., xp) = 1/(1 + & " Ziw€7) = e /Y "™,

J
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die keine lokale Funktion mehr ist, sondernin z1, ..., z, die Aktivierungenaller Ausgaben
berbtigt, um siein derSummeauf1 zu normieren Ableitenfiihrt zu dergeanderterFormel

S ( et ) (—e”e‘?ce”e‘% T stenety eneg>
i = < et Yk |- .
A\ (3 ety

fur Ausgabeneuroneimit demKroneclersymbols¥.

Weiter ist natirlich eine Gewichtungder Fehlerterméer die einzelnenPatternmoglich, et-
wa um relevante Bereicheder Eingabehenorzuheberoder ein gleichmalligesLernenauchauf
schwachvertretenerBereichender Eingabezu bewirken. Man sollte auf eine (fastuiberallgege-
bene)Differenzierbarkit der Fehlerfunktionund der Aktivierungsfunktionensowie auf die Tat-
sachedalRdie Fehlerfachenicht in relevantenGebieterkonstant,d.h. der Gradient0 ist, achten.
Letzteresverhindertetwa bei der PerzeptronakdierungsfunktiondalRein Gradientenabstgever-
wandtwerdenkann,dennmanbleibtin der Regel einfacham Startpunktauf einemHochplateau
stehen.

Falls der Trainingsfehleklein ist, sagtdiesesabernochnichtstiberdenErfolg desTrainings
aus. In der Rggel ist manam Trainingsfehlemicht interessiertsonderram VerhaltendesNetzes
auf unbekannteraten. Dazusei X der EingaberaumpP eine Verteilungauf X, Y der Ausga-
beraum,f : X — Y einezulernendeFunktionund f,, : X — Y die durchdasNetz gelernte
Funktion.Dannist nicht derquadratisch&ehlerauf denTrainingsdatemlie relevanteGrol3e,son-
dernderFehler

/X (f(2) - fula))?dP.

Dabeibedeutedasintegral, dalBmanfur eine diskreteVerteilung P auf denWertenzx, z», ...
einfachsummiert

Z(f(-l"z) - fw(-Ti))QP(xi)

undbeieinerDichtep, die P beschreibtintegriert

/X(f(x) — fu(@))?p(x)dz .

(Wir nehmenran, dal3die obigenAusdricke definiertsind, wasbei unsererAnwendungenmmer
derFall seinwird.) In derRegelist derTrainingsfehlekeineguteSchatzungfir obigenGenerali-
sierungsfehler denneswurdeauf die Datentrainiert, sodaRsietendentielrichtig sind. Ublicher
weisebelhalt mandahereinenTeil der Datenzuriick, die sogenannt@estmenge und schatztden
Generalisierungsfehleturchdensogenannteitestfehler ab, d.h. durchdenquadratischeijoder
je betrachtetenlrehlerauf der Testmengeaufdie ja nichttrainiertwurde.

Wie gutist dasTraining jetzt, wennder Testfehlerbestimmtist? In der Regel besagtweder
einkleinerTestfehlerdalerfolgreichtrainiertwurde,nochein grol3erTestfehlerdalddasTraining
fehlgeschlageist. Dieseshangtvon denDatenah In der Regel sind die Datenfehlerbehatftet,
sodalRmanstattPattern(z, f(z)) die Muster(z, f(z) + n) mit einemRauschem erhalt. Bei der
Eingaber kannmanfur denFehlerberechnen

E((f() +n—fu(@)?) = E((f()+n)*)+ fu@)’ = 2fu(@)E(f() +n)
(fu(@) = E(f(z) +n))’ + E((f(2) + 1= E(f(z) + n))*)

Vv Vv
systematischdrehler unsystematischdfehler




NeuronalaNetze, WS 99/00 35

(Hierbeiist der Erwartungswertzgl. dem Rauschemn; gebildetworden. Der Erwartungswert
E(X) einerZufallsgolReX ist, soferndefiniert,fir VariablenX mit diskreterWertendie GrofRe

E(X)=) a;P(X = a)
undfiar Variablenmit Dichtep die Grol3e

E(X) :/wxp(x)dx.

Der Erwartungswertst linearund fur stochastisclunabl&ngigeVariablenauchmultiplikativ. Die
Varianz E((X — EX)?) einerZufallsgioRe X gibt die zu erwartendequadratisché\bweichung
vom Erwartungsweran.)

Der systematisch&ehlerrihrt daher dal3dasNetz die GesetzraRRiglkeit nicht korrektinter-
poliert hat. Der unsystematischEehlerliegt an Mel3ungenauigkitenoderandererzufalligkeiten
undkannprinzipiell nicht vermiedenwerden er bildet eineuntereSchranle fur denGeneralisie-
rungsfehlerTatsachlichist ein Netz optimal, welchesnur denunsystematischelfehlerbesitzt.

Wie kannmandenunsystematischdrehlerabsclatzenumdie GutedesTestfehlergzubestim-
men?Die Anzahlder Eingabenn der Trainingsmengedie widerspiichlicheAusgaberbesitzen,
konnensicherfir eine untereSchrank verwandtwerden. Problematischierbeiist allerdings,
dafRin der Reyel nicht identische,sondernnur fastidentischeEingabenmit widerspiichlichen
Ausgabenvorliegenwerden. Um derenAnteil abzuschtzen,muf3 manalsodenAnteil an ahn-
lichen Datenmit verschiedeneAusgaberabsclatzen. Bei Klassifikationerkannman etwa eine
bestimmtekleine Nachbarschafintersuchenn derkeinewiderspiichlichenDatenliegendurfen.
In derRegel wird manhier mehroderwenigeraufwendigestatistisché/erfahrenverwendendie
eine Abschatzungernbglichen,odereinfachdenbestererreichtenTestfehlerzum Bias deklarie-
ren.

EineobereSchranle fur denTestfehlererhalt manetwadurchdenVerleichmit anderereinfa-
chenVerfahren bei Regressioretwa einereinfacheninearenRegressionpei Klassifikationeiner
Zuordnungaller Datenzur Klassemit der grof3tenWahrscheinlichkit. Diesesgibt eine grobe
Richtungfur die KomplexitatdesTrainingsproblemsn. In der Regel ist esimmer sinnvoll, mehr
alsnur ein Verfahrenzu verwendenum die Ergebnissezu beshtigen.

3.4 Architekturauswabhl

Wir habengesehenwie maneinefesteArchitekturtrainieren,die Datenaufbereiterund die Er-
gebnissenterpretiererkann,alsnachstestellt sichdie Frage wie maneinegeeignetérchitektur
auswahlt. Wir werdenspatersehendaliNetzeuniverselleApproximatorersind,d.h. beigeeigne-
ter Architektur kannprinzipiell allesdagestelltwerden. Man kannalsoeine Architektur finden,
wo der Trainingsfehlefastzu Null wird. DiesesNetz zu verwendenist in der Regel ein schlech-
ter Ratschlag. Auf den Datensind in der Regel unsystematisch&ehlerprasent,die zu einem
Bias fuhren,der auchbei optimalerWahl desNetzesnicht unterboterwerdenkann. Die unsy-
stematischerrehlersind allerdingsin der Trainingsmengeur implizit vorhandentatsachliche
Widerspiichetretenseltenauf, sodal3ein Netz prinzipiell dieseunsystematischeAbweichungen
auchlernenkann. Dasfuhrt allerdingsdazu,daf3die NetzfunktiondenkonkretenDatenund den
vorliegenderFehlernfolgt, sodalRder Generalisierungsfehlemdder Testfehlerauf einerMenge,
wo die Fehlernichtdieselbersind, hochist.
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Klar wird diesesdurcheinekleine Rechnung.Sei D einekonkreteDatenmengeVon deren
speziellerAuspragunghangtdasTrainingab,d.h. manberechnetiir daszu erwartendeErgebnis-
netz f,,, welchesdie Funktion f approximierersoll,

Bp((ful®) = F@))2) = (En(fu(@)) = £(2)2+ Ep((£u(@) = Ep(fu(2)))2)

-~

Bias? Varianz

Die Varianzist hoch,soferndasNetz derjeweiligen Trainingsmenggut folgt, denndannwerden
jedesmadie jeweiligenZufalligkeitenabgebildetdafur ist dannallerdingsderBiasklein, denndie
Datenwerdenja perfektinterpoliert. DieseSituationtritt ein, wennein Netzviele Freiheitsgrade,
d.h. Gewichte hat, der Effekt heil3tOverfitting . Hat dasNetz umgelehrtwenigeGewichte,dann
ist die Varianzgering,denndasNetzkanndenjeweiligenZufalligkeitender Trainingsmengaicht
folgen. Andererseitsst aberder Bias evtl. hoch,da dasNetz nicht geriigendFreiheitsgradeur
Darstellungderzu lernenderFunktionhat.

De FactomulRmanalsoeinegeeignetdBalancezwischendenbeidenwiderspiichlichenAuf-
gabendenBiasunddie Varianzklein zu halten,finden. D.h. manberbtigt ein Netz, dasmachtig
genugist, die Funktiondarzustellenabernicht machtiggenug,denZufalligkeitender Trainings-
mengezu folgen. DieserZwiespaltwird auchmit Bias-Varianz-Dilemma bezeichnet.

Einnaheliggended/erfahrenist, mehrereArchitekturenzutrainierendenGeneralisierungsfeh-
ler je auf einerTestmengabzuschtzen,undanschliel3endie besteArchitekturzumenddiltigen
Trainingund Feintuningzu verwendenAllerdingsist dasErgebnisstarkvon derjeweiligen Test-
mengeablangig,die DatengeherauRerdenfiiir dasTrainingverloren.k-facheKr euzwalidierung
zerlggt die Trainingmengé!l” in k£ gleich groReTeilmengen?y, ..., Tk, trainierteine Architektur
N aufT\T; undschatztje denTestfehlerF; ab,dersichauf7; ergibt. Als Schatzerfur die Gene-
ralisierungséhigkeit der Architekturgilt danndie Grol3e

> Fi/k.

Man kannzeigen,dal3die VarianzdiesesSchatzersum eine Ordnungkleiner ist als die Varianz
von F;. Zudemgehenkeine Datenfur dasTraining verloren. Die gemitteltenFehlerdefinieren
eine Ordnungauf denArchitekturen,genafider maneine optimaleArchitekturauswahlenkann.
Kreuz\walidierungist zur Zeit einesder haufigbenutzterMittel zur Architekturausvahl.

Ist die Architektursogewahlt, dal’3die gegebenerbDatengeradedie freien Parametefestlegen,
dannbestehiallerdingsim AllgemeinendasProblem,dal3die Fehlerminimierungkompliziertist
und die Fehlerfacheviele lokale Minima besitzt. Daherwahlt manim Allgemeinendie Anzahl
der freien Parametereheretwas zu grofdund verhindertOverfitting in jedemTrainingslaufdurch
eineVeranderunglesTrainings.

Weight Decayerzwingt,dafdie Gewichtetendentielklein sind,indemzumzuminimierenden
FehlerderTerm

2,
%]

addiertwird. D.h. von jedemGewicht wird in jedemSchritt ein kleinesVielfachesabgezogen.
Durchtendentiellkleine Gewichteist die Netzfunktioneherglatt, kannalsoZufalligkeitenauf der
Trainingsmengaicht folgen. TatsachlichentsprichtWeight DecayeinerRegularisierungsofern
manGaul3scheRauschermaufdenDatenannimmt.

Early Stopping stopptdasTraining,bevor dasNetzanfangt,sichauf spezielleAuspragungen
in derTrainingsmengeinzustellenlUm dieserZeitpunktbestimmerzukdnnenwird wahrendles
TrainingsderFehlerauf einer(kleinen)sogenannteNalidierungsmengemitprotokolliert, aufdie
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nicht selbsttrainiertwird. Im allgemeinersinkt der Fehlerzu Beginn auf der Validierungsmenge,
solangeallgemeineGesetzralBiglkeitengelerntwerden,und steigtwieder sobalddie Spezialiiten
derTrainingsmeng@gelerntwerden.Bevor er steigt,wird gestoppt.

3.5 Pruning

Eine andereMoglichkeit der Regularisierungst, die Verknipfungsstruktuder Architektur wah-
rendodernachdemTraining zu andern.Verbindungerund Neuronendie fur die Ausgabenicht
relevant sind, werdengeloscht. Diesesverhindertaufgrundder reduziertenParameterzahgin
Overfitting, ermbglicht aberdennocteffizientesTaining,dafur die AnfangsphasdesTrainierens
geriigendVariablititat vorhandenst.

Methoden,die aufgrundder NetzfunktionirrelevanteNetzbereichédschennenntman Pru-
ningmethoden Nebendem Effekt, dal3die Generalisierungsleistungerbessertverdenkann,
erlaubtPruning eine kompaktereund einfachereDarstellung(fast) derselbenFunktion. Ist das
Pruningvon Eingabeneuronearlaubt,kannmanzudemirrelevanteEingabeéktorenbestimmen.
Verschieden®runingmethoderindgebi@&uchlich:

e MagPruning loschtin jedemSchrittdie betragsrmfRigkleinsteVerbindung.DiesesVerfah-
renist schnellunderstaunlicherweisauchsehrleistungséhig.

e Non-contributing Units lIoschtNeuronendie auf einergegebenerainingsmengentwe-
derihre Aktivierungnicht starkandernmit der AktivierungeinesandererfestenNeurons
Ubereinstimmewdermit demnegativenderAktivierungeinesandererfestenNeuronsiber
einstimmen.

e Skelettierung loschtNeuronendie irrelevantfur die Gute desTrainingsfehlersind. Dazu
ersetztman die Gewichte ausgehendom Neurons: w;; durch a;w;; mit einenFaktor o;.
Ist o; = 0 bedeutetlas,daRdasNeuronwegfallt, ist; = 1 bestehkeineAnderungzum
urspiinglichenNetz. Essei E(«;) derquadratisché&ehleraufdenDaten.MankannNeuron
i loschenfalls

E(O,/Z' = 0) — E(O,/Z = 1)

klein ist. Man approximiertdenAusdruck

E(ai=0)—E(w=1) _ 0E
0—-1 - 60@

(CYZ' = 1)

Die Ableitungkannmit Backpropagatioterechnetverden:

OE(c;) Onet;
Z onet  Ow; Z(S ai)oi(ai)wy;

804z
’L‘)‘]

wobei die Ausdiiicke 6,(c;) die FehlersignaleausBackpropagatiorarstellen,o;(c;) die
Ausgabewie bei Backpropagatiordarstellt. Die Ausgaberkdonnendurch eine Vorwarts-
welle, die Fehlersignalelurch eine Ruckwartswelle,die nur bis zu den Nachfolgernvon ;
berechnetverdenmul(3,erhaltenwerden.

In der Praxisverwendetmanhaufig dendurchdenBetraggegebenerf-ehlerstattdesqua-
dratischernFehlers,da dafur obige Approximationgenaueiist. Oft mittelt mandie Terme,
die die Relevanzder Neuronemangebeniibermehrerelrainingszyklen.
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e Optimum Brain DamageprunteinzelneGewichte, die irrelevanterscheinenAndertman

die Gewichte gegerilberdentrainiertenGewichtenum einenVektor Aw, dannergibt sich
fur die Anderungdesquadratischefehlersder Term

AE ~ VE(W)Aw +=(Aw) H(w) Aw,
—_—— 2

~0

wobei H die Hessematrixer Fehlerfunktiondarstellt. Man nimmtan, diesehabeDiagonal-
gestaltunderhalt also

AFE ~

1 0’FE (W) . 5
2 — 3wi2j 6wij ’
ij

Streichtmannur ein Gewicht, dannist dieseAnderungoffensichtlichminimal, falls w;; das
Gewicht mit minimalemo® E / 0w}, (w)wy; ist. Die zweiteAbleitungertélt manals

6(oz~(5j) 853 9 6(5]

8wij - 8wij : 8ne'_lj )

Die Ableitung der d; kannmanentwederurchdenDifferenzenquotientelberzwei Zeit-
schritteapproximiereroderin einererneuteriorwarts-und Ruckwartswelle(mit demAuf-
wandO(W?)) bestimmen.

Optimum Brain SurgeonverwendetdenselberAnsatz,nahertabernicht die Hessematrix
durcheineDiagonalform.Zusatzlichwerdenje alle Gewichtein Bezugaufdaszuloschende
Gewicht optimal geandert. MathematiscHost mandie Aufgabe,1/2Aw!H (w)Aw unter
derNebenbedingung\w;; + w;; = 0 (d.h. Gewicht w;; wird geloscht)fiir ein w;; zu mini-
mieren.Dasjenigew;; mit demkleinstenMinimum wird entferntundalle andererGewichte
entsprechendeandert.Die MinimierungkannStandardmethodeausder Analysisverwen-
den,wobeiauchhier wiederHeuristiken fur eine grol3ereEffizienz sorgen. Das Verfahren
istinsgesamtelativ aufwendig.

Sensitvitatsanalyseerlaubt,die Eingabeneuronegenal3ihrer Bedeutundgir die Ausgabe
zu ordnen. Die Neuronenwerdenals tendentiellunwichtig angesehenwo ein Fehlerder
Eingabemichtviel bewirkt. D.h.die AbleitungderAusgabemachderbetrefendenEingabe
istfur die MusterderTrainingsmengé&lein. Dazuberbtigenwir die Ableitungendo; /ox; =

do; /Onet; derAusgabey; nachderEingabelomponente:;, diewir hierauchalsAktivierung
desentsprechendeBingabeneurondefinieren.Analog zu Backpropagatioerhalt mandie
Rekursionsgleichung

5 sgd(net)d’? j ist Ausgabeneuron
0‘
L = 00;
onet; Z — . sgd(netj)w;, sonst.
vt onet,

DiejenigeEingabek mit kleinstemWert )~ ., cotern i ist Ausgabel 00i/ 02k (%) | kannals die
unwichtigsteEingabelkefiizienteangesehewerden,wenn— und nur wenn— die Eingaben
gleichskaliertsind.
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3.6 Konstruktive Methoden

Umgelehrtgibt esVerfahren,die die Architektur konstruktv verandern;einige solchehattenwir
bei einfachenPerzeptroneschonkennengelernt.

CascadeCorr elation spiegeltideenvom Tower-Algorithmuswieder Eswird in jedemSchritt
ein zusatzlicheshiddenNeuroneingetigt, dasvon allen andererhiddenNeuronenund den Ein-
gabenWerteliest und seineAusgabezur Gesamtausgabgeitelgibt. Training geschiehin zwei
Stufen:Eswird je dashiddenNeurontrainiert,danachdie Ausgabeneutrainiert. Da je nureinzel-
ne Neuronertrainiertwerden,geschiehtliesessehreffizient. Die Ausgabekanndabeije auf die
gewiinschterAusgabernrainiertwerden.Die gewiinschteAusgabeir dashiddenNeuronist nicht
offensichtlich. In CascadeCorrelationwird esso trainiert, daf3die Ausgabedeshiddenneuron
mit dembis datonochgegebeneriehlersmoglichststarkkorreliertist. Falls diesesgelingt,dann
wirdeeineeinfacheSubtraktionder AusgabedeshiddenNeuronsvon der Gesamtaktiierungden
Fehlerverringern.

Um exakt zu werden,nehmenwir an, da3nur eine Ausgabevorliege,d.h. f : R* — R
ist zu lernen. Wir benutzenNeuronenmit der Aktivierungsfunktiontanh. Es gilt tanh'(z) =
1 — tanh(z)?. BiasesinddurchOn-Neuronemealisiert. Sukzessie werdendie hiddenNeuronen
n; : R**~1 — R mit Eingabenx, n,, ..., n,_; undje dasAusgabeneurorf : R** — R mit
Eingabenx, n4, ..., n; trainiert,sodal3die entstehend&unktion

f(x,n1(x), n2(x,n1(x)), n3(x, n1(x), na(x, n1(x))), .. .)

die Ausgaberapproximiert.Der Algorithmusist wie folgt:

I:=1;

wiederhole

{ trainieredie Gewichtevon f; mit Eingabenx Ny eney M1
trainieren; := tanh(> w;z; + Z T Wi iny) aufS(nI, lfr—f1)
I:=1+1;

¥

Dabeibezeichnef(h, g) die Korrelationzwischernzwei Funktionenk ungg aufdenDatenx:

> (h(xp) - h(xp)/P> (g(xp) - Zg(xp)/P> ‘ :

p=1

Der Term Y h(x,)/P seimit h abgekirzt. Ist der Term S(n;, |f; — f|) groR3,so bedeutetas,
daf3tendentiellentwededie AbweichungerdesFehlersvom Mittel und die Abweichungder Ak-
tivierungvom Mittel gleicheGrofRenordnundpesitzenpdertendentiellsieimmernur um ein Vor-
zeichenverschiedersind. EinfachesAddierenbzw. Subtrahiererder Aktivierung zur Ausgabe
verringertalsodenFehlerbetachtlich. Wird die KorrelationdurchGradientenaufstggmaximiert,
soberbtigt mandie Ableitungvon S(n;, | f; — f]), die sichwie folgt berechnet:

oo = 3 (50— 5 ) (1) — 10| = = 1)
= (1= i) m (1) — Fxp)| = TFi = 1)
denn
> 0/ 0uw; (| i(xp) = FOsp)| = [ = f1) =
ani/awjzémxp)—f( S ;
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Ensembleshattenwir schoneinmal betrachtet. Es ist naiirlich auchmoglich, feedforward
Netzefi, ..., f, ZueinemeinzigenNetz
Z o fi

zukombinierenzumalja beiKreuz\alidierungsoviesomehrereverschiedendletzetrainiertwer-

den.Gilt > «; = 1, soerweistsichdieserAnsatzalsguinstigfur die Generalisierungghigkeit der
sich ergebenderiFrunktion,zudemerhalt unserevormaligeHeuristik, die Einzelnetzeso verschie-
denwie moglich zu wahlen,einetheoretischdBegriindung.Die f; sind Ergebnissesinesvon den
zufallsbehafteteatenabhangigenTrainingsprozesses:ur denzu erwartenderFehlerbzgl. der
zulernenderfunktion f kannmanberechnen:

E((aifi=17) = B((aifi?) - 2) aiB(fif) + B(f?)
= Y wE(f})—2) aE(fif) + E(f?)
=S wB() +2Y > 0B (fifi) - B (Y aifi)?)
= Y wE((fi- ?) =Y B (- Y af)?)

D.h. der zu erwartendeFehlerdesEnsemblesgibt sich ausder Mittelung der zu erwartenden
FehlerderEinzelnetzeserringertumdie zu erwartendevarianzderNetze! Die Generalisierungst

alsomindestengienausaut, wie die der Einzelnetzeund siewird umsobesserja mehrVariabi-

litat die einzelnenNetzeaufweisen.Anschaulichist dasklar, daja die Netzedort, wo sie durch

die Datenbestimmtwerden,dentischsind. Die Variabilitat betrifft Parameterdie nichtdurchdie

Datenfestgel@t sind,sodal3sie unterschiedlicherRauscheriolgenkdnnen.Im Mittel wird dann
dasRauschemunterdiickt.

Die Frageist, wie mandie Gewichtungena; wahlenkann. Eine Moglichkeit ist eineeinfache
Mittelung,d.h.a; = 1/ AnzahlderNetze.Man kannaberdasProblemauchalsOptimierungspro-
blembetrachtenSuchew; mit > «; = 1, sodal¥fur dieseder quadratisché&ehlerminimal wird.
Sei¢; = f — f; die AbweichungdesitenNetzes.Dannsoll

E((Zaiei)2> Zalaj eze]

E”
unterderBedingung

ZO&Z'Zl

minimiert werden. [Minimieren einer Funktion ~(x) unterder Bedingungg(x) = 0 kannman
mithilfe sog.Lagrangemultiplikatorerg.h.V(h(x) + A\g(x)) = 0.] Man erhalt

0 =V (Z aioszz-j + )\(Z a; — 1))
= (2 Z aiEz-j + )\)]
= o = —A/2 Zl(Eij)Ef
mit der Matrix (E;;);;. Wegen)_ o; = 1 kannman ersetzemunderhalt
_ 2By
o = 1 -
Zk,l(Eij)kl

Die EintrageE;; = E/(¢;¢;) derMatrix konnendurchdie Datenx, abgeschtztwerden:

By~ PZ (xp) — fi(xp)) (f (%) = fi(xp)) -



NeuronalaNetze, WS 99/00 41

3.7 Approximationseigenschaften

Es stellt sich abernochdie Frage,ob, gegebeneine Patternmengeiiberhaupiein Netz existiert,
dasdieseMengeapproximiertundmoglichstauchdie zugrundeligendeGesetzraigkeit wieder
spiegelt. Diesesist die Fragenachder Darstellungsrachtigleit von feedforward Netzen. Deren
positive Beantwortungerscheindringend,daja z.B. einfachePerzeptronesehrbeschanktsind.
Schrankenfir die Ressourcemiirdendartiberhinausgehendien Suchraunfiir geeigneteAcrchi-
tekturenbei der Architekturausvahl beschanken.

Wir werdeneinenSatzausder Analysisbenutzen.

Satz3.2 (Stone-WierstraR) Seil ein kompaktedntervall und F' eine Algebra vonauf I stetigen
reellwertigen Funktionen. Falls F' separieendist, d.h. fur alle a # b € I eine Funktion mit
unterschiedlichemWert auf ¢ und b existiert, und F' Konstanterenthalt, dannkannjede auf /
stetige Funktionbeliebiggut durch eineFunktionaus F' auf I approximiertwerden.

Die EigenschaftAlgebrazu sein,bedeutehier, dal3mit zwei Funktionenn F auchderenSumme,
Produkt, und skalareVielfachein F' sind. Approximationbedeutethier Approximationin der
Maximum Norm, d.h. fur ein zu approximierendery und alle e > 0 gibt eseing € F mit
|f(z) — g(z)| < efurallex € I. UnmittelbareFolgerunghiervonist, dal3geeignetdNetzemit nur
einerverbogenenSchichtapproximationsumnersellsind.

Satz3.3 Esseio : R — R einesquashingrunktion. f seistetigauf I. Dann gibt esfur jedes
e > 0 einfeedforwad Netz f,, mit nur einerverboigenenSdicht mit Aktivierungsfunktiow und
linearer Ausgabedas f auf I bisaufe approximiert.

Beweis: Wir benutzerdenSatzvon Stone-Veierstral3Zunachstbetrachterwir Netzemit linea-
rer Ausgabe der Aktivierungsfunktioncos in der hiddenSchichtund sog. X-II Neuronen. Ein
Y-IT Neuronkannmansich als Verknipfungvon mehrerereinfachenNeuronervorstellen,deren
einzelneAktivierungenzu einer Gesamtaktiierungmultipliziert werden. So ein Netz berechnet

alsodie Ausgabe
k

Z w;IT, cos(wy, x — O,)

i=1
mit geeigneteriewichtenw. Offensichtlichkannmandie Summe dasProduktundskalareViel-
fachevon solchenAusdriicken wieder als solch einen Ausdruckdarstellen,d.h die Mengeder
durchdieseNetzeberechnetefrunktionenbildet eine Algebra. Dieseenthalt offensichtlichalle
Konstantendennc = ¢ - cos(0'x — 0), und ist separierenddennfir x # y, etwaz; # ¥ ist
cos(wzy + 0.5) # cos(wy; + 0.5) furw = 1/(2(max{|z1], |y1|} + 1)).

Esgilt cos(a + b) + cos(a — b) = 2cosacosb, also

I cos(D; wikt; — Ok)
= (HkKZ’f cos(zj WjkT; — O - cos (Zj(w(K,l)j +wgj)r; — K —1) — HK)
+HkK:*12 COS(Z]- WikTj — Hk + COS (Zj(w(K—l)j — ij)Ij — H(K - 1) + 0[{)) /2

Man kannalsoinduktiv die Produktegegen Summentauscherund erhalt, dal3 Netzemit einer
hiddenSchicht,der Aktivierungsfunktioncos und linearerAusgabedie Funktion f auf I bis auf
€/2 approximiererkdnnen.

Als nachstesvird die Funktioncos durchdie Funktioncos ersetztwobei

1 T>T
cos(z) =4 (cos(x—m)+1)/2 0<z<m
0 z<0
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Auf jedemendlichenintervall kann die Funktion cos durch Aneinandersetzemon einigencos
damgestelltwerden genaueqilt fir z € [—(n — 1)27, (n — 1)27]

cos(z) = (2 (i (cos(z + m + 12m) + cos(—z + 7 + i27r))) —2(2n+1)— 1) (z).

i=—n

Manist nuranEingaberaus! interessiertyerandertalsodie Approximationvon f im relevanten
Bereichnicht,wennmancos durchobigenTermersetzfir geriigendgrof3es:. Dasergibtein Netz
mit der Aktivierungsfunktioncos in der hiddenSchichtda alle linearenTermedurch zusatzliche
Neuronerund Gewichtsanderungewagestelltwerdenkdnnen.

Als nachstesrsetztmancos durcheine squashing-unktiono, ohnedie Approximationum
mehrals ¢/2 zu andern. Dazuwahlt man ¢, so daRReine Anderungjeder Aktivierungsfunktion
um €' die Ausgabenicht mehralse/2 beeinflu3t.Dieseshangtvon der Anzahlder Neuronerund
der GroReder Gewichte ah Wahle@ mit 1/Q < €/2, M mit o(—M) < €/(2Q), (M) >
1 —¢/(2Q). Letzteredst fur einesquashing-unktionmit Limes0 bzw. 1 moglich. Seir, = —o0,
r; =sup{z | cos(z) = j/Q}. SeiA; einelineareTransformatiorvon [r;, 7;41] nach[—M, M|, im
Fall r; = +o0 ist auchletzteredntervall entsprechentlalbofen. Dannist

-1

D

1

cos(x) ~ éa(Aj(:r;)) :

J

I
=)

Man kannalsoalle Termecos durchobigenAusdruckersetzenso dal3lediglich weiterehidden
Neuronerund Gewichtsanderungedazulommen. O

Interessanist, daBmanalsoauchmit einernicht stetigenAktivierungsfunktionwie der Perzep-
tronaktiierungstetigeFunktionenapproximiererkann. Mochtemanin der Ausgabedie lineare
Aktivierungdurcho ersetzendannist dasebenélls moglich, sofernnur der Wertebereictder zu
approximierendeirunktiongeeignetingeschinktist. Fur o0 = sgdkanndieser|0, 1] sein,man
approximiertdannstatt f zurachstsgd™ (A f) mit einemFaktor A ~ 1.

Wieviel Neuronenberdtigt manin dieserSchicht? In der Regel hangtdasvon der Glattheit
der Approximationah Mit Methodender Funktionalanalysi&onnteBarronz.B. zeigen,dal3der
Approximationsfehlemit 1/v/N, (N = AnzahlNeuronen)skaliert,soferndie zu approximieren-
de Funktionglatt ist (genauer:Die Norm von g sollteim relevantenBereichdurcheinenin die
Abschatzungsg@te einflie3enderfFaktor beschankt sein.) Interessanist folgendesResultat,dald
die AnzahlderNeuronerfir einekonkreteTrainingsmeng®eschankt: Man berbtigt fur £ Punkte
maximalk hiddenNeuronerbei eindimensionaleAusgabe.

Satz3.4 SeiF : R™ — R eineFunktionenklasseGelte: Fir alle Punkte(z1, y1), .. ., (zk, yx) In

R™ x R unde > 0 existieren Funktionenf; aus ¥ und Gewichtew; mit | > w; fi; (z:) — yi| < €
fur alle «. Dannfindetmank Funktionenf;, und Gewichtew; mit

K
> wjifi (@) =y Vi
Jj=1

Beweis: Wahlee > 0, sodaRfur jedeMatrix C in RE¥** gilt:

|C —I| < e = Cistinvertierbar



NeuronalaNetze, WS 99/00 43

DabeibezeichnetC| die Normmax [¢;;|. I seidie Identitaitsmatrix.Definiere

fu(@) .o fi (1)
(I)(Z'l,...,il) = ER/CXZ
foze) - fi(ar)

BetrachtedasProblem

fla) =1, flz;))=0 Vj#1.
Diesesseimit f = Z;Zl wj f;; und Toleranze approximiert. Es ist also ®(iy, . .., i) W1 mit
derdurchdie Gewichte w; gegebenerSpalteld; wenigerals e entferntvon dererstenSpalteder
Identitatsmatrix.DieseProzedumwird mit

fl@) =1, flz;)=0 Vj#i

wiederholt. Man erhalt so, wennmandie zusatzlichenKoefizientenin denschonexistierenden
W; mit 0 auffuillt, eineMatrix mit Spalteni, W5, ..., sodal3

D(ig, ..., i) (Wi, ..., Wy)

wenigeralse von derldentitatabweicht.®(i;, . . ., ;) hatalsodenRangk. & linearunabgkingige
Spaltenfuhrenzur invertierbarerMatrix

V - (D(ijm ey Z]k)
Man kannalsofur die LosungdesAusgangsproblemsinfachdasGleichungssystem
VW = (yla B ayk)t
losen. a

DiesesErgebnisbeschankt den Suchrauntir die Architektur in einemkonkretenTrainingspro-
blem: Esreichenein bis zwei verbogeneSchichtemmit maximalderselberAnzahlan Neuronen,
wie Patternvorliegen(multipliziert mit der Ausgabedimension).

3.8 Komplexitat

Betrachtetmandie Komplexitat der einzelnenVerfahren,dannunterteiltdiesesich in zweierlei:
die Kompleitat fur eineneinzelnenSchleifendurchlauf dank Backpropagatioroder heuristi-
schenNaherungerist diesezumeistlinear oder quadratischn der Anzahl der Gewichte — und
die Anzahldernotigen Schleifendurckdufe. Fur letztereggibt esnur heuristischeéBetrachtungen.
Zumindeskannmanzeigendafibeigewissen(allerdingsdenim Allgemeinenin derPraxislang-
samen)Lernverfahrenund giinstigenStartbedingungenntergewissenBedingungerKornvergenz
in geeignetensinneeintritt. DieseFormulierungdeutetschonan,dal3die Realitat damitnichtun-
bedingterfal3tist — so scibneAussagerwie beim Perzeptrontrainingxistierenhier (noch)nicht.

Fur Differenzemerfahren,welcheseinfachesBatch-Backpropagatioja ist, gibt es etwa fol-
gendeBeobachtung:

Satz3.5 Seiw FixpunktdesDifferenzemerfahensder Form
w(n+1) =w(n) —n- flw(t)),

sodal f zweimalstetigdifferenzierbarund die Jakobimatrix J f (w) positivedefinitist, dannkon-
vemiert das\Verfahrenfir hinreichendkleineSdrittweitern und Startpunktedie hinreichendnahe
beiw liegen.
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Beweis: Die Jalobimatrix sammelteinfachnur alle partiellenAbleitungendesFunktionewek-
tors f auf, positiv definit bedeutetdalz®J f (w)z > 0 fr alle Vektorenz # 0 gilt.

JedenPunktw(n) kannmanals w + ¢tz darstellenmit einemVektor z der Langel. Wir
mochtensehendalRw(n) tendentiellzu w driftet, dazureichtes,zu zeigen,dallobigest immer
kleinerwird. Wir verwendereine Taylorentwicklungum w. Dabeisei H f; die Hessematrixder
itenKomponentenfuntkiomon f.

lw(n+1) —wn)*> = |wn)—nf(w(n)) - w?

[tx — nf(w + tz)?

[tr — nf(w) — gt f(w)x — nt*/2(z" H f;(0)z);|*
°n

%

2+ 20 | J f (w)z|* —2nt* o' J f (w)x +2t>n Rest
—— ——— S~~~
<G >Cs =Cs

= (%)

mit einem Faktor Restund KonstantenC;, C,, C5. C, gibt es nachVoraussetzungdie ande-
ren Konstanterexistierenaufgrundder Stetigleit von f, sofernmansich mit w(n) in Kompakta
bewegt. Wahlen mit 2C, — nC; > e > 0, wahlet mit 2C5t < ¢/2. Danngilt

(%) t2(1 4+ n*Cy — 290y + 2tnCs)
t2(1 —n(2Cy — nC; — 2tCs))
t*(1 = (e — €/2))
w(n) = w|® (1 - ne/2)

N A

=K<1

IN

Esfolgt
lwn) —w?® <|wn—-1)—wPK <...< K" —0.

Fur geriigendkleine Schrittweiten, die durchdie Jalobimatrix bestimmtwerdenkann,und ge-
nigendkleine Umgehung, derenGrofRevon der Gute der Taylorapproximatiorabhlangt, streben
alsoAnfangswerteyegenw. O

Fur lokale Optimaw einerFehlerfunktiongilt haufig,dafRdie Hessematridander Stellew positv
definitist, daherkonvergiert ein Gradientenabstgein obigemSinne. Die Funktion f ausobigem
Satzist beieinemGradientenabstgdie FunktionV E. Die Schnelligleit derKornvergenzlaftsich
ausdenGegebenheiteim derkonkretenFunktionabsclkatzenderFaktor K™ in obigemBeweisist
dasehrvielversprechend allerdingsgilt dasnur fur eineneventuellsehrkleinenBereichum das
Optimum.Hornik et.al.habergezeigtdalRahnlicheAussagerauchuntergeeigneteedingungen
fur Online Backpropagatiomelten,dasja kein wirklicher, sondernein sogenanntestatistischer
Gradientenabstggist.

DesweiteretkannmandurcheineanalogeRechnungsehendalein Punktw mit z*.J f (w)z <
0 gilt fur gewisse Richtungenz instabil ist, sofernman sich ausdiesenRichtungengegen das
Extremumw nahert.Kleine Auslenkungervon w in dieseRichtungerfiihrenim nachsterSchritt
zuréchstvon w weg.

Esstelltsichaberdie Frage wasbeieinembeliebigemStartpunkipassierindob undwie man
lokale Minima vermeiderkann.Globalenegative Aussagererhalt man,sofernSituationeralsNP-
schwierighachg&iesenwerdenkodnnen. Hier stellt sich, genauwie beim einfachenPerzeptron-
training auch,dasTraining eineseinfachensigmoidenNeuronsals schwierigheraus.Allerdings
berbtigt manschonhier etwasdiffizilere Argumentationemls einfacheStandardreduktionen.
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Satz 3.6 Esist NP-shwierig zuentsdieiden,ob einevorgegebeneTrainingsmengaus{0, 1}" x
{0, 1} mit einemNetz(n, 1) mit sigmoiderAktivierungund quadratischemFehler < k trainierbar
ist. £ undn sinddabeivariabel.

Beweis: DasHitting SetProblemhatfolgendeEigenschaft:GegebeneineBoolesche~ormel ¢
in konjunktiver Normalformund eine Konstantec > 1. Dannfindetmanin polynomiellerZeit
ein Hitting SetProblemund eineKonstantek’, sodal3,falls ¢ erfullbar ist, esein Hitting Setder
GroReK gibt, falls ¢ nichterfullbar ist, jedesHitting Setmindestenslie GroRecK hat.

Seijetzt eine Formel ¢ gegeben. Reduzierediesezu einemHitting SetProblemmit obiger
Eigenschaftund KonstanteK zum Faktor ¢ = 5. DiesesHitting Set Problemkannzu einem
LoadingProblemfur ein einfacheerzeptromeduzierwerdendasmit K Fehlernldsbarist, falls
 erfullbarist, undsonstmindesten$ K Fehlermacht,wie wir schongesehermaben.

Betrachtejetzt dieselbeTrainingsmengedie mit einemsigmoidenNetz (n, 1) und quadrati-
schemFehlermaximal K + 1 trainiertwerdensoll. Falls ¢ erfullbarist, kannmanein Perzeptron
mit nur K Fehlernfinden.DasselbéNetzmit sigmoiderAktivierunghatfir grofeGewichteasym-
ptotischdenquadratischefehler K, fur geeigneskalierteGewichte maximaldenFehlerK + 1.
Ist umgelehrteineLdsungmit quadratischenfrehler K 4+ 1 gegebendannklassifiziertdasselbe
Netz mit Perzeptronakdierung maximal 4(K + 1) Punktefalsch, da jederfalschklassifizierte
Punktmindestens).5? zum quadratischerfrehlerbeitragt. Dasist aberkleinerals 5K, d.h. das
Perzeptrommachtwenigerals5 K Fehler alsoist ¢ erfullbar. O

Man wirde jetzt erwarten, daf3sich auchalle anderenErgebnissevom Perzeptrordll auf die —
scheinbar kompliziertereSituationder sigmoidenAktivierungsfunktioniibertragen.Mathema-
tischist dasallerdingsnicht ganzso offensichtlich,da sigmoideNetzeeine groRereM achtigleit
haben,die die SuchenachLdsungerevtl. einfachermachenkonnte. [Es gibt Beispiele,wo das
derFall ist: EtwaLerneneinerkonjunktvenNormalformmit » Variablenundk Literalenpro Dis-
junktionist NP-schwierigLerneneinerdisjunktivenNormalformmit n Variablenundk Literalen
pro Konjunktionabernicht, obwohl letztereFormelnalle erstererdarstellerkonnen.] Tatsachlich
erweisersich die Beweisein diesemGebietals aul3ersschwierig— zufriedenstellendédussagen
fur die KomplexitatdesTrainingsvon sigmoidenNetzenzufinden,ist aktuelles=orschungsgebiet.
Esgibt bisherkeine Aussagerfur Netzemit mehrals nur einerverbogenenSchicht. Fir Netze
mit einerverbogenenSchichtgibt esetwa die AussaggHammery:

Satz3.7 SeienB > 2, € < 0.5 festepositiveZahlen.Esist NP-sdwierig zuentsdieiden,ob eine
Patternmeng P miteinemNetz(n, 2, 1) mit sigmoiderKnotenin derverboigenenSdicht, Perzep-
tronaktivierungn der AusgabebetragsnmafRigdurch B nach obenbestiranktenAusgabegewichten
undbetragsn@figdurch e nach untenbestirankterMindestaktivierungler Ausgabeeinhegufal-

len Trainingspatterrtrainiert werdenkann.n ist dabeivariabel.

Schwierigmachtesdie Situation,dal3hier Netzezur Klassifikationeingesetztverden.Betrachtet
man stattdesseetze, die Interpolierensollen, d.h. die Aufgabe,den quadratischerFehlerzu
minimierenauf einer Patternmengenit reelwertigenstattnur binarwertigenZielvorgaben,dann
kannmandie FunktionsweisalesNetzesdurchdie vorgegebenenNertefestlggenund quasidas
ProblemdeszweiKnotenPerzeptrordlls als Teilaufgabeerzwingen.EbensaschwierigeBeweise,
wie esder Beweis zu obigemSatzware, belegendie Komplexitat des Trainingsvon sigmoiden
Netzenmit einerverbogenenSchicht,sodalRderquadratisch&ehlerkleineralseinevorgegebene
von der Anzahlder hiddenNeuronenabrangigenGrof3ewird [Jones(fur denzwei KnotenFall),
Vu (fur denallgemeinerfall, allerdingsunleserlich)].

In derPraxisversuchiman,diesenProblemerdurcheinegeeignetéz.B. unare)Repiasentation
derDaten,andie Problemgof3eadaptiertedrchitekturenunddie Moglichkeit derArchitekturande-



46 B. Hammer

rung auchwahrenddesTrainingszu begegnen. Allerdings stolienauchMethodenwie Eingabe-
pruningschnellanihre Grenzen.Unablangigdason, ob manmit neuronalerNetzenodereinem
andererMechanismusernt, erralt mannamlichdie Aussage; Eingabepruningst NP-schwierig

odergenauer:

Satz3.8 Gggebensein, eineendliche Menge von Punkten(x;, v;) € {0,1}" x {0,1} undeine
Zahl k. Dannist esNP-hartzuentsteiden,ob esk Indizesiy, ..., i gibt, sodal3die auf diese
KoefizienterreduzierterPunktenicht widerspriichlich werden,d.h. keinex; undx; existierenmit

(,Tiz'l, e ,iliiik) = (l‘jil, .. 'al‘jik) Undyi 7é Yj-

Beweis: Diesesfolgt sofort durch eine Reduktionvom hitting set Problem. Eine Instanzvon
PunktenS = {s ..., s,} und TeilmengenC' = {c, ..., c,} besitztein hitting setder GroRek
dannund nur dannwennfolgendePunktemit Eingabenim R" sich auf k¥ Eingabelkefiizienten
reduziererlassenphnewiderspiichlichzuwerden:

0,...,0) —0,
&, =(0,...,1,...,1,...,1,...,0) = 1 flrallec;

wobeideri te Koefzientvone,, 1 istdannundnurdannwenns; € c; gilt. O

4 Exkurs in die COLT-Theorie

DasallgemeineVorgehenist alsoso, dalmaneinegeeignetéArchitektur auswahlt und die Para-
meteranhandder Datenoptimiert. Esist offensichtlich,dal3der empirischeFehlerin der Regel
kleinerist alsder GeneralisierungsfehleDaherwahlt manals Gutekriteriumeine Schatzungdes
Generalisierungsfehlemuf Daten,auf denennicht gelerntwurde. Hier stellt sichjetzt die Frage,
welchenGrundmanzur Annahmehat,ein kleinerempirischeiFehlerfihreauchzu einemkleinen
GeneralisierungsfehlerScharfer formuliert: Warum ist sichepestellt,da3die Datengeriigend
uberdaszugrundeligendeModell aussagersodal3iman— moglichstnacheinervorherabsclatz-
barenMengean Beispielen— ausDatenlernenkann. DieseFrageist nicht auf neuronaleNetze
beschénkt,sonderrstelltsichim ZusammenhangdesAlgorithmus,derausBeispielenernt. Ei-
ne mathematisch@razisierungvon ,Lernbarleit bietetdie statistischd_ernbarleitstheorie,von
derwir jetzteinigegrundlegendeldeenerlautern.Die AbkiurzungCOLT stehtdabeifiir COmpu-
tationalLearningTheorie.

4.1 PAC Lernbarkeit

Die mathematische@egebenheiteseiencharakterisiertdurch

e einenDatenraumX mit einerVerteilung P, genmal3der Beispielex; unablangigundiden-
tischverteilt(kurzi.i.d.) gezogerwerden,

e einenBildraumY’, derhierimmerin [0, 1] enthaltersei,

e eineapproximierend&unktionenklass& von Funktioneng : X — Y, die etwadurcheine
Netzarchitektugegebenseinkann,

e eineunbekannteulernende~unktion f, vonderwir annehmengafisieauchin F enthalten
ist.
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Die letzte Forderungist nicht unbedingtrealistisch dennhaufigist die Funktion f fehlerbehatftet,
sodallmanesmit f + n statt f zu tun hat; haufig ist f zudemkomplexer als die Funktionen
in F und nur ganzgut durch dieseapproximierbar Dieseallgemeinereri-ragestellungefallen
unterdenTerminusdesagnostischenLernens dervon Haussleringefihrt wurde. Er ist etwas
schwierigerzu handhabenaberviele der Ideensind dieselben.Insbesondersind hinreichende
Bedingungerfir agnostisché.ernbarleit unterrealistischerBedingungerauchdurcheineendli-
cheUberdeckungszatiizw. VC-Dimensionvon F gegebendasheiRtdurchdie Charakteristika,
diewir auchin diesereinfachererSituationerhalterwerden.In allemFolgendemmuf3von mathe-
matischeiWarteausdaraufgeachtetverden dal’die betrachteterunktionerundMengenme3bar
sind. Dasist in konkretenFallengegebendahergehenwir daraufnicht weiterein.

Ein Lernalgorithmus lerntanhandson DateneineFunktion,dasheif3tein Lernalgorithmusst
eineAbbildung

h: X xY) = F.
i=1
Wir schreiberh,, (x,y) fur h(z1,y1, - ., Tm, Ym) UNd by, (x, f) FOr B(21, f(21),- - o T, [(Tm))-
Derempirische Fehler zwischernzwei Funktionenaufx ist

m

dn(f:9:%) = — 3 £ (a0) — g(a)]

=1

Dertatsachliche Fehler zwischenzwei Funktionenist
de(f,9) = [ 1) = o(@)lde(z),

wobeidie Notationdp (z) bedeutetdalimanentsprechenderVerteilungP Uiberdie Unterschiede
aufallenz € X mittelt. Eswird jetztin derRegel geltendal

A (hn(x, ), f) = 0
gilt. Die Hoffnungist allerdings,daf3auch

d(hm(x, f), f) = 0

zumindestur geriigendgrofResn gilt. FernerwirdemangerneeineSchranlke fur die Anzahlder
Beispielem wissen,so dafR3der tatsachlicheFehlerhochstwahrscheinlichetwa demempirischen
Fehlerentspricht.DieseSchranlke sollte dabeiinsbesonderaenablangigvon der unbekannterzu
lernenderFunktion f sein!

Es wird sich herausstellendald Charakteristikader FunktionenklasseF diesesgarantieren
konnen.Fur beliebigesF ist dieseEigenschafabernicht gegeben.

Beispiel: SeiF dieKlasse
{f:]0,1] = {0,1} | Ft € R H(cos(tx)) = f(z)}

derFunktionenderenVerlaufdurchNullstelleneinerCosinusfunkitorbestimmiwird. DieseKlas-
sekanndurcheinenreellenParameteibeschriebenverden. Nichtsdestotrotast sie schwierigzu

lernen.Anschaulichkkannmansichdaswie folgt klar machenFur jedeFolgevon Punktenz, ...,

zm im Intenall [0, 1], die nichtrationalabhangigsind(d.h.die nichtdurcheineLinearkombination
mit ganzerZahlenzu 0 kombiniertwerdenkdonnen),st die Menge

{(tzymo, ..., tz,mod7) |t € R}
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dichtin [0, 27]™, d.h.allein durchSkalierendesVektorskannmandie Punktein nahezuyedePo-
sition auf dem Definitionsbereichvon cos setzenwennmandie Periodizi&t beriicksichtigt(vgl.

z.B.[Mane,Ergodic TheoryandDifferentiableDynamics]).Die Punktekdnnenalsodurchgeeig-
neteWahl desParameters beliebignach{0, 1} abgebildetverden.Mdchtemanalsoeinedieser
verschiedenefunktionenaufgrundder Punkteidentifizieren,dannmufRmandenWert auf allen
m PunktebetrachtenDasheil3taber damandiesedr beliebigesn erreicherkann,daldmanzur
IdentifikationgewisserFuntkionenbeliebigviele Punkteberbtigt. Dasist natirlich kein formaler
Beweisdafur, daRLernenschwerist, wir werdendiesenspaterbekommen.

Zunachstwollenwir formalfassenwanneineFunktionenklass&ernbarist.

Definition 4.1 Eine Funktionenklass@ei3tPAC lernbar (probablyapproximatelycorrectlear-
nable),falls esmindestenginenAlgorithmush gibt, sodal3fur alle e

sup P™(x | dp(hm(x, ), f) > €) =0 (m — o0)
feF
gilt. Ist ein konkretese angespochen,so heildtdiesesGenauigleit. I1st obiger Term explizit durch
0 bestirankt,soheil3tdieseKonfidenz.
Eine Funktionenklassaeil3tverteilungsunabhangig PAC lernbar, falls esmindestenginen
Algorithmush gibt, sodal3fur alle e

supsup P™(x | dp(hm(x, ), f) >€) =0 (m — o0)
P feF

gilt.
Eine Funktionenklassest UCED (uniform corvergenceof empirical distances)falls fur alle
e>0
P™(x | fsul?}_'dTn(fagax) —dp(f,9)| >€¢) =0 (m— o0).
g€

Eine Funktionenklassest verteilungsunabhangig UCED, falls

sup P™(x | sup |dn(f,9,2) —dp(f,g9)| >€) =0 (m — o).
P f9€F

Der Begriff derPAC Lernbarleit wurdevon Valianteingefirt. Originalfal3teer auchEffizienzaus-
sagengdie wir hier entkoppelthaben.PAC Lernbarleit ist eine Mindestanforderungso da3man

von derunbekanntefrunktionunablangigeSchrankenfur die Anzahlder Beispielefindenkann,

die Generalisierungevahrleistet.Esist klar, daBmannicht notwendigPAC Lernbarleit fur alle

e > 0, sonderrje nachGegebenheietwa nur fur ein bestimmtes verlangermu(3. Verteilungsun-
abhangigePAC Lernbarleit fordertdariberhinaugineUnablangiglkeit der Schrankenvonderden

Datenzugrundeligendengvtl. unbekanntevVerteilung. Beide Formulierungersichernlediglich

die ExistenzmindesteninesgutenAlgorithmus.

Die UCED Eigenschafthingegenstellt sicher dal3der empirischeFehlerjedesAlgorithmus
eine aussagelkftige GrolRe darstellt,dennder empirischeFehlerdes Algorithmus weicht nicht
sehrvom tatsachlichenab fur geriigendgroR3esm. In der Definition tauchtder Algorithmush
nicht explizit auf, sondernist implizit, daja h nur einespezielleFunktiong darstellt,umgelehrt
aberauchjede spezielleFunktion g AusgabedesAlgorithmusseinkdnnte. Insbesonderest bei
einerFunktionenklassalie UCEDist, jederLernalgorithmusnit kleinemempirischenfehlergut.

Die Fragestellt sich jetzt natiurlich, wie mandieseeinzelnenBedingungertestenkann. Wir
fangenmit einerganzeinfachenSituationan:

Satz4.2 Die Funktionenklass& seiendlich. Dannist F verteilungsunab&ngigPAC.
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Beweis: SeiF = {fi,..., fu} undX;; = {z | fi(z) # f;(x)}. Auf derMengeX;,; unterschei-
densichalso f; und f;. Mochtemannur mit Genauigkit e lernen,dannkannman P(.X;;) > ¢

annehmenAnsonstersindnAmlich beideFunktionerbeiderhiergeforderterGenauiglkit gleich.

DefiniereeinenLernalgorithmus: daurch,daf3s aufdenDatenirgendeind-unktionausF wahlt,

die keinenempirischerFehlermacht.Da die zu lernendeg~unktionin F ist, gibt esso eine Funk-

tion. Dannist

supy, P™(x | dp(fi, hm(x, fi)) > €)

> P (x| dp(fis hm(x, £3)) > €)

>, P™(x | 35 eswurdekein BeispielausX;; gezogen
> >_; P™(x | eswurdekein Beispielaus.X;; gezogen
> Z (1= P(Xi;))™

n?(1—€e)™—0 (m— o)

ININININIA

Da dieseAbschatzungfir jede Verteilung P gilt, ist sie auchfir dasSupremumkorrekt. Setzt
manin der letztenZeile dasMinimum tUber P(X;) statte ein, erhalt maneine Abschatzungfir
beliebigeGenauigleit. O

EndlicheFunktionenklassegsindalsoPAC lernbar Insbesondergilt diesesetwa fur Funktionen-
klasserauf binarenDaten.In der Regel hatmanesjedochmit unendlicherFunktionenklassenu
tun. Wasist dann?Im Hinblick darauf,da3mandie Funktionennur bis auf denFaktor ¢ lernen
muR,charakterisierfolgenderBegriff ein Aquivalentzur Endlichkeit:

Definition 4.3 SeiF eineMeng mit Pseudometrik. Dannist die Uberdeckungszath(e, F,d)
die kleinsteKardinalitat von Punktenz, ..., z;, sodalRdie Menge | J,{z | d(z,z;) < €} ganzF
Ubededt. Die Packzahl M (e, F, d) ist die groBteKardinalitat von Punktensodal3d(z;, ;) > €
fur ¢ # j qilt.
Die Packzahlwird austechnischerGriindenberdtigt. Wegender Abschatzung

M(2¢, F,d) < N(¢, F,d) < M(e, F,d)

sinddie beidenBegriffe im Wesentlicheraustauschbar

In unseremFall ist F' die FunktionenklasseF, ¢ wird sich ausder Genauigleit desLernal-
gorithmusergebenund d ist die Pseudometrikip, die den Abstandzwischenzwei Funktionen
mif3t. Diesesist keinewirkliche Metrik wie etwa dereuklidischeAbstand,daverschieden&unk-
tionendurchausden AbstandO bzgl. dp habenkdnnen,wennsie sich nur auf einer Mengemit
Wahrscheinlichkit 0 unterscheiden.

Satz4.4 Falls N (e, F, dp) endlich ist, ist F mit Genauigleit 2¢ PAC lernbar. Falls N(e, F,dp)
fur alle e > 0 endlichist, ist 7 PAC lernbar.

Beweis: Eswird der sogenanntdlinimum Risk Algorithmus konstruiert: Wahle eine e-Uber
deckungfy, ..., fx von F. Fur gegebendaten(z;, f(z;))", wahledasjenigef; alsAusgabedas
denminimalenempirischerfehlerhat.

DieserAlgorithmusist PAC mit Genauigleit 2¢: Seidazuf zulernen,evtl. nachUmnumme-
rierendp(f, f;) > 2efuri = 1,...,1,dp(f, f;) < 2efuri =1+ 1,...,k, dp(f, fr) < €. Es

ist
| dp(f; hm(x, f)) > 2€)

A

n(fs fiox) > 3€¢/2V Fi € {1,..., 1} du(f, fisx) < 3€/2)

N

(

pPm(x|d

P™(x | di(f, fr, %) > 3¢/2) + 3, Pm(X|d (f; fi,x) < 3¢/2)
@—me /8( + ) < keme 2/8 =0

Pm

NNN

N

VANRVANRVAN
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Dabeiwurdein derletztenZeile die sogenanntéloeffding Ungleichungbenutzt:
P> X; > a) <e/Cm)
=1

falls X; i.i.d. aus[—1, 1] mit Erwartungswerf stammenWahltmanjetztfur X; die Zufallsvariable
‘f(.l‘z) — f]($1)| — dp(f, fj)’ dannerhalt man

P(x | dp(f, fi) > 3€/2)
P (x| Y (If (i) = fu(zs)| — dp(f, ) > em/2)

<
< e—ezm/S

dajadp(f, fr) < e gilt. Fernenistfurj <1

P (x| dp(f, ;) < 3¢/2)
Pr(x | =32 (1f(z:) = fi(@i) + dp(f, f;)) > em/2)

<
< e—e2m/8

dadp(f, f;) > 2e gilt. Insbesonderest die Konfidenzmaximalg fur

Falls die Uberdeckungszatlir jedese endlichist, errélt manfir jede Genauiglit einenge-
sonderterhlgorithmus,die manjetzt nochzu einemeinzigenAlgorithmuszusammerdssermul(3:
Fur [ besitzeder Algorithmuszur Genauigleit 1/1 die Konfidenzl /I auf Eingabervon mindestens
my; EingabedatenDabeiist 0.B.d.A.m;,1 > m;. Manruft jetzt einfachfur m Eingabedatexen
Algorithmuszur Genauigleit 1/1 fur dasjenigd mit demgroBtenm; < m auf. O

Zur Anmerkung: Die Hoeffding-Ungleichungbesagtallgemeinerfiir unablangigeZufallsvaria-
b|enXZ' € [ai,bi]:
P(Z X;>a)< 20"/ X(bi—ai)?

Wir bemerlennocheinmal,derMinimum Risk Algorithmusberitigt alsomaximal

m > ElnN(Gaj_—adP)
€2 )

Musterzur Genauigleit 2¢ und Konfidenzd. Diesedliefert jetzt einehinreichendeéBedingungfur
PAC Lernbarleit, ist sie auchnotwendig? Wir unterscheiderzwischenFunktionenklassennd
KonzeptenwelcheFunktionenklassemit Wertenin {0, 1} sind.

Satz4.5 Fur KonzepteF berdtigt jeder Algorithmusmit der Genauigleit e und Konfidenz we-
nigsteng1 — ¢) - lg M (2¢, F, dp) Beispiele

Beweis: Seienfi, ..., f; 2¢ separiertd=unktionen.Fur jedenAlgorithmush berechnetman

> Zye{o,l}m P™x | dp(fis hm(x,¥)) <€)
Zy f Zz ]‘dP(fi;hm(an))Sf) (X, Y)de (X)
S, 1=2m,

VAN
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dadie FunktionendenAbstand2e voneinandehaben.Andererseitsst aberfur einenPAC Algo-

rithmus
Yyeqoayn P (x [ dp(f, hin(x,y)) <€)
2 Pm(x | dP(f’ hm(X,f)) S 6)
2 1- 5;
also

2™ > (1 — 6)M(2¢, F, dp) .
O

Jedernoch so komplizierte Algorithmus beritigt also eine durch den Logarithmusder Uber
deckungszahfjegebeneAnzahl an Beispielen,sofern man mit Konzeptenumgeht. Fur Funk-
tionenklassemilt eineanalogeAussage soferndie Funktionswerteendlich,oderdie Datenfeh-
lerbehaftesind [VidyasagarBartlettet.al.]. Fur Datenmit beliebigerGenauigleit kanndageen
Lernenauf Funktionenklassemit unendlichetUberdeckundszataufgrundvon Kodierungstricks
moglich sein.

Beispiel: Die Funktionenklasse

{fi 10,1] = [0,1] | £:(0) = 277, fila) = { 0 zel;=0""1/2,(j +1)/2] }

1 sonst

ist bzgl. derVerteilungmit P(0) = 1/2, P|]0, 1] = GleichwerteilungPAC lernbay hataberunend-
liche Uberdeckungszahtlenn: Der Wertin 0 bestimmtdie Funktioneindeutig.Da P(0) > 0 ist,
ist die Eingabe0 bei unendlichhaufigemzZiehenmit Warscheinlichkit 1 anzutrefen. Auf dem
Restunterscheidesichzwei Funktionene umdie Distanz0.5 - 0.5.

In diesenBeispielist die gesamté-unktionin denFunktionswerter( kodiertworden.SolcheKo-
dierungstrickkonnenallerdingsin der PraxisaufgrundbegrenzterRechengenauigdit nicht auf-
treten,sodaBmanunterrealistischerBedingungerPAC Lernbarleit mit endlicherUberdeckungs-
zahlgleichsetzekann.In diesenall hattenwir einen(denMinimum Risk) Algorithmuserhalten,
derdie Klasselernt. Im Falle neuronaleiNetzewurdenwir abergerneeineForm von Backpropa-
gationanwendenKeineRicksichtaufdenspeziellerAlgorithmus(aul3erdal3er denempirischen
Fehlerminimiert) muf3 man nehmenwenndie UCED Eigenschafnachg&iesenwerdenkann.
Diese zeichnetsich dadurchaus, dal3 sie, genauwie die Charakterisierunggon PAC durchdie
Uberdeckungszahhicht auf einenspeziellenAlgortithmus referiert und also nur aufgrundder
Funktionenklassgetestetverdenkann.DennochkannmannochadaquatereCharakterisierungen
von UCED finden. Zunachstsoll auchhier gezeigtwerden,daf3jede endlicheFunktionenklasse
UCEDist.

Satz4.6 F = {fi,..., f.} ist UCED.

Beweis: .
P™(x | 30, jlde(fi, fi) — dm(fi, f3,%)| > €)
2 ey P | 251 fila) = fi(2)] = de(fi, £5)] > em)

i 26 =n(n—1)e "2 50 (m — o0)

IA N

|

Fur unendlicheFunktionenklassewiirde man gerneeine analogeAbschatzungmachen. Dazu
muBmanfir die Summenbildunglie Funktionenklassdurchein endlichesObjektersetzenDie-
sesist einwenigtrickreichundverlangtzusatzlicheUberlegungen.
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Satz4.7 EineFunktionenklass& ist UCED dannundnur dann,wenn

lim Epm(lg N(e, F|x,dy))

m— 00 m

=0

gilt. Man erhalt die explizite Absthatzung

P™(x| sup |dy(f,9) = dm(f,9:%)| > €) < Epam (2 N(/16, Flxy, dom)*)& ™ /.

f.9eF

DabeibezeitinetF|x die Einscrankungder Funktionenklassauf die Eingabenx.

Beweis: EinvollstandigeBeweiskannetwain [Vidyasagarhachgelesewerden.Essoll ledig-
lich skizziertwerden,wie mandie Distanzdesempirischereum tatsachlichenFehlerabsclatzen
kann,dadieseBeweismethodikn derLernbarleitstheoriehaufigin dereinenoderanderer-orm
angetrofenwerdenkann.

Eswird nichtdie UCED Eigenschaftsonderrdie sog.UCEM Eigenschafbetrachtetdie die
GrolRe X

P™(x | sup |Ep(f) — En(f,%)| > €)
feF

untersuchtUCEM bedeutetuniform convergenceof empiricalmeans; manbeachtedal3hier ja
geradeder Erwartungswerimit der empirischenErwartungvemlichenwird. Zur UCED Eigen-
schaftkommt man,wennmandie UCEM EigenschafderKlasseAF = {|f —g|| f,9 € F}
untersucht. Die Uberdeckungszahdler Klasse AF zum Parametere ist maximal quadratisch
im Vemgleich zur Uberdeckungszahler KlasseF zum Parametek /2, daheriibertragersich die
Schranknentsprechend.

Seim > 2/€2. In einemerstenSchritt schatzt mandie Abweichungder empirischenvon der
tatsachlichenErwartunggegendie AbweichungzweierempirischelErwartungervoneinandeah

Essei [ f(x)pp(x) = Ep(f), >, f(@:)/m = En(f,x). Sei

Q = {X ‘ Supfe}' ‘Elf(f) - Em(fa X)| > 6}7
R = {xy | supser |En(f,y) = Enlf,%)| > ¢/2}.

Dannist P™(Q) < 2P*™(R): Mit derTschebyche-Ungleichung diebesagtdalP(| X -EX| >
€) < E((X — EX)?)/¢e fur eineZufallsvariable X gilt, folgertman

3 4 1
P (x| |Em(f,x) = Ep(f)l > €/2) < —5 < 5

furm > 8/¢. Fur jedeFunktion,derenErwartungvon derempirischerErwartungum e abweicht,
weichtdie empirischeErwartungalsomit Wahrscheinlichkit mindestend /2 von einerauf einer
neuenMengegemesseneampirischerErwartungum mindestens/2 ah Daherbekommtman

P2m ( R)

> P™(xy | 3f (|En(f,x) — Ep(f)| > € ANEn(f,y) — Ep(f)| < €/2))
> P™(Q)/2.

Als nachsteskkannman P?™(R) absclatzen,indemmansogenanntewappingPermutationen
aufdenDatenbetrachtetSwappingPermutationesind Permutationengie maximaleinigeKoef-
fizienten; mit m + ¢ vertauschenyndalsozwischendenbeidenSampleswappen.Esist

P™(R) = ZLm 27 Jxom 1r(72)dp2m (y2Z)
= [xom 2y 1r(12)dpen(2) = (),
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wobeivy die swappingPermutationeneprasentiert] r istdie charakterischischieunktionzur Men-
geR. )

Fur festesz kannmandenIntegranderbeschanken: Seidurch f; (i = 1,...) einee/8 Uber
deckungderaufz eingeschiinktenFunktionenklassgegeben.Dannist vz in R, falls

m

1D F (@) = f(@agirm)) | /m > €/2.

=1
Aufgrundder Uberdeckungseigenschaibt esdannein f ausderUberdeckungsodaR

m

1> Fi(296) = Fi(Zyipmy)|/m > €/4.

i=1

Fur jedenfestenindex j; kannmanaberdie Anzahl der swappingPermutationenfur die obige
Ungleichunggilt, beschanken. Dazubenutztmandie Hoeffding-Ungleichungfiir unablangige
ZufallsvariablenX,; mit Wertenin +(f;(2,a)) — fj(z@i+m))) underhlt die Schranle 2e2m<’/44*

fur die Wahrscheinlichkit einer solchenswapping Permutation. Also ist fur jedesfestez die
AnzahlderswappingPermutationensodafesein f; mit obigerUngleichunggibt, maximal

226”32 N (¢/8, Flz, ) .

Damitist aber , .
[xom 267 /32N (¢/8, F|z, dam)
2672 E(N(¢/8, F|z, doy)) -

Dal’ die Abweichungder empirischenvon der tatsachlichenDistanz gegen Null geht, wird al-
so durch die Eigenschaftlg E(N(¢/8, F|z, dyn))/m — 0 sichegestellt, wie man aus obiger
Abschatzungnachrechnelann. Esfolgt dannausder Eigenschaftt(lg N (e, Flz, dy,))/m — 0
die UCEM Eigenschaftdadanndie interessierendé&rof3e abgeschtzt werdenkann gegen die
Wahrscheinlichkit fur Patternx, wo der Logarithmusder empirischeriJberdeckungszatyeteilt
durchm groRerals ein ¢ ist (wegen E'lg N/m — 0 ist dasklein) und densich fur die Ubrigen
Muster emgebenderTerm. Da hier die Uberdeckungbeschanktist, wird auchdiesesklein. Es
folgt die behaupteté&ussage. O

(+)

I IA

Esstelltsichallerdingsweiterhindie Frage wie mandie UberdeckungszalginerFunktionenklas-
seabsclatzenkann.Ein fundamentaleBegriff in derLernbarleitstheoriedereinerseithaufigzur
konkretenAbschatzungder Uberdeckungszahind damit einhegehendetkonkreterSchranien,
andererseitflr die Charakterisierungerteilungsunabdngiger_ernbarleit verwandtwird, ist die
nachVapnik und Chenonenkisbenannte/C Dimension. Sie mif3tin gewisserWeisedie Kapa-
zitateinerFunktionenklass&der anschaulichedie maximaleAnzahlanPunktenaufdenemman
mithilfe der Funktionenklassauswendidernenkann.

Definition 4.8 SeiF eineKlassevonKonzeptenEin Menge{z, ..., z,, } vonPunktenn X wird
durch F geshattert falls esfir jede 0-1-wertige Abbildungd auf den Punkteneine Abbildung
f € Fgibtmitd = f|{z1,...,2,}. Die Vapnik-Chervonenkis Dimension (VC Dimension)
von F ist die Kardinalitat einergrofRtenPunktmeng, die von F geshatterwird. Siekannevtl. oo
werden.

SeiF eineKlassevon Funktionenmit Wertenin [0, 1]. Ein Menge {z1, ...,z } vonPunkten
in X wird durch F ge-fat-shattert mit Parametere > 0, falls Folgendeggilt: Esgibt reelle\Werte
r1, ..., 'm (NUrvondenPunktennicht vond abhangig)undfir jede0-1-wertige Abbildungd auf
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denPunkteneineAbbildungf € F mit |f(z;) — r;| > e fur alle ¢ (d.h.eswird ein Abstande von
r; gewahrt) und esgilt d(X;) = 1 genaudann,wennf(z;) — r; > 0 ist. Die e-fat shattering
Dimensionvon F ist die Kardinalitat einer gro3tenPunktmeng, die von F mit Parametere ge-
fat-shattertwird. Im Fall e = 0 spricht maneinfad vonshatternundder Pseudodimension

Fur Konzeptereduziertsich die Pseudodimesniorur VC Dimension. Diese Gro3ensind einer
seits (manchmal)handhabbarandererseiterlaubensie, die verschiedenetJberdeckunszahlen
abzuschtzen.Zunachstsoll abereineBeobachtungtehendie als Sauerd emmabekanntst.

Satz4.9 SeiF eineKonzeptklassenit der VC Dimensiond und «(x, F) seidie Anzahlder ver-
schiedenerFunktionenin F|x. Sei|x| = n > d. Dannist7(x, F) < (en/d).

Beweis: Wiederinteressierunsnur derfur die LernbarleitstheorigtypischeTeil, daherwerden
nachzurechnendébschatzungenweggelassenEswird 7 (x, F) < ®(n,d) := Z?:o (") gezeigt.
JenerletztenAusdruckkannman(mit doppelteninduktion)gegen(en/d)? absclatzen.Er hateine
natirlicheInterpretatioralsdie Anzahlder Teilmengernvon x mit maximald Elementen.

Istd = 0, dannist die Funktionenklasseinelementigindalsor(x, ) = 1. Ist|x| = 1,d > 0,
dannist 7(x, F) < 2. Fur |x| < d ist offensichtlichnichtszu zeigen. Wir nehmenjetzt an, die
Behauptunggeltefiir Punkteund Konzeptklassenyo entwedemwenigerals n Punktevorhanden
sindoderdie VC Dimensionkleineralsd ist. Die Aussagewird fur n Punktex undVC Dimension
d von F gezeigt.Esist 7(x, F) = 7(x, F|x). BetrachtetmaneinenPunktausx, dannbestehen
fur jedeAbbildung maximalzwei Moglichkeiten.Seix’ = (x4, ..., z,_1). Dannistalso

7(x, F|x) = n(x', F|x') + n(x', Fu|x),

wobei F, nur die Funktionenf darstellt,die ein Pendanty besitzenmit f|x' = g|x, f(z,) #
g(z,). Im erstenTermwerdenalsoalle verschiedeneRunktioneraufx’ aufgesammeltlerzweite
fugt diejenigenhinzu, die sich nur auf z,, unterscheidenNachVoraussetzungst = (x', F|x') <
>, (*;1). Die VC Dimensionvon F,|x ist maximald — 1, dennfirr jede Abbildungin F,|x’
gibt esin F,, sowvohl die entsprechendAabbildungmit Wert0 bzw. 1 aufz,,. Damiterhalt man

w(x,ﬂx)sg(”’;l) +§<nz_-1) :Zd:@

O

Eine analogeAbschatzungist fur Funktionenklassemoglich. Man ersetztdie VC Dimension
danndurchdie Pseudodimension.

Satz4.10 SeiF eineFunktionenklassenit der Pseudodimensiod und 7. (x, F) seidie Anzahl
der verschiedenerunktionenin {Ho (f — ¢) : x — [0,1],z; — H(f(z;) — ) | f € F}. Sei
x| =n > d. Dannist.(x, F) < (en/d)".

Beweis: Diesesfolgt sofort,wennmandie durchdie VC DimensiongegebeneSchranie fur die
UberdeckungszaldbigerKonzeptklassanwendet. O

Mankannalsodie AnzahlderKonzepteanhandderVC Dimensionabstatzen.Bemerlenswerist,
daRRdiesea priori exponentiellwachsend&ahl nur nochpolynomiell wachst,sobalddie Anzahl
der Punktedie VC Dimensionuberschritterhatund Auswendiglernerauf den Datennicht mehr
moglichist. DiesesResultarsoll jetzt zur Abschatzungder Uberdeckungszatdienen.
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Satz4.11 Esist J
2e. 2e
N(e, F.dp) < 2 (_ ln_) ,

€ €

wobeid die VC bzw Pseudodimensiowon F darstellt.

Beweis: Wiederstehthier nur eine ldee, einige Rechnungenverdenweggelassen.Sei g eine
maximalec-separiertdlengein F. Fur festesx undc seigenawvie ebenr.(x, F) = |{H(f(x) —
c)| f € F}| Esist

Exo(me(x,F))
> Exc([{f €GlIH(f(x) —c) #H(g(x) — c) Vg € G\{f}}])
= Y teg P(H(f(x) —¢) # H(g(x) — ¢) Vg € G\{f})
> reg 1 — P(3g € G\{f} H(f(x) — ¢) =H(g(x) — ¢))

Da sich alle Funktionenin G um e unterscheidenist die Wahrscheinlichkit, eine Komponente
¢; zwischendem Wert von f und g auf einemzufalligen z; zu erwischen,mindestens. Bei
zufalligem Ziehenvon ¢ und x und festem f emibt sich also die Wahrscheinlichkit P(3g €
G\{f} H(f(x) — c) = H(g(x) — c)) alsmaximal|G|(1 — ¢)" < |G|e "¢, daja alle Komponenten
von c nicht zwischendemWert von f und einemg liegendurfen. Insgesamkann mandaher
absclatzen

Eye(me(x, F)) <G|(1 - |Gle™™).

In dieseUngleichungsetztmanjetzt fur die linke Seitedie durchdie VC bzw. Pseudodimensi-
on gegebeneAbschatzungfir die Funktion ein. EinelangereRechnungeigibt danneineobere
Schranle fur |G|, d.h. die GroRRejedere-separierterMenge,und damitaucheineobereSchranle
fur die Uberdeckungszahl. O

DadieseAbschatzungfiir jedeWahrscheinlichkit P gilt, ist sie insbesonderéir die empirische
ErwartungN (e, F|x, d,,,) fir jedesx korrekt. DasheiRtalso,daReineendlicheVC bzw. Pseudodi-
mensionsovohl die UCED EigenschafalsauchPAC Lernbarleit unablangigvon derjeweiligen
Verteilunggarantiert. Aufgrund der fundamentalerBedeutungdiesesErgebnisrechnenwir die
sichausobigenSatzenergebendeschranke explizit aus:Fur eineFunktionenklassenit Pseudodi-
mensiond bzw. eineKonzeptklassenit VC Dimensiond gilt mit derWahrscheinlichkit 1 — § fur
beliebigeVerteilungenP und Funktionenbzw. Konzeptef undbeliebigelLernalgorithmerh

dp(fy (%, £)) = don (s o (%, £), %)) < \/% <dln (2‘31 %e) +1n§) |

€
FolgendeiSatzzeigt,dafReineendlicheVC Dimensionsogamotwendigfur verteilungsunabéingi-
gePAC Lernbarleitist.

Satz4.12 Seidie VC Dimensionder Konzeptklassé gleich d. Danngibt eseine \erteilung P,
sodalfur allee < 0.25
M(2¢, F,dp) > 0529

gilt.

Beweis: Auf einerMengevon Punktenx, die geshattertverden betrachtetmandie Gleichwer
teilung P. Der Abstandzwischernzwei Funktionenist danngenaudurch1/d multipliziert mit der
AnzahlderPunkteausx, auf denensichdie Funktionenunterscheidergegeben.Die Funktionen,
die sichwenigerals 2¢ unterscheiderkdnnendurchdie Zahl }~, _, , (#) abgeschtztwerden.Die
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Anzahlder tibriggebliebenerunktionenkannmanmithilfe der sogenanntehernof-Okamoto
Ungleichungausder Statistikgegendie gewiinschteGrofReabsclatzen. O

Damit erhalt mandie frappierendeKonsequenzgdalRdie VC Dimesnionverteilungsunabéingige
PAC Lernbarleit aquivalent charakterisierund man die verteilungsunabfingigeUCED Eigen-
schaftfrei Hausbekommt. Fir Funktionenklasseist die Situationaufgrundvon Kodierungstricks
etwaskomplizierter Auch hier kannesFunktionenklassemit undendlichefat shatteringDimen-
sion geben,die lernbarsind. Allerdings ist diesesbei verrauschterbatenuntertundenund die
UCED Eigenschafivird aquivalentdurchendlichefat shatteringDimensioncharakterisiert.Ge-
nauerkonntein [Alon et.al.] eineVerallgemeinerungon Sauerd_emmafir mehrwertigeFunk-
tionenklasseminddie fat shatteringdimensionerzieltwerden.Die Ungleichung

X am\ @ In(2em/(de))
sup N (e, F|x, dp) < 2 (6—2)
mit d als der fat shatteringDimensionzum Parametere/4 erlaubt,die Distanzdesempirischen
undtatsachlichenFehlersauchgegendie fat shatteringDimensionabzuschtzen.In [Alon et.al.]

wird zudemgezeigt dal3einerseitendlichefat shatteringdDimesnioneinenotwendigeBedingung
fur die verteilungsunabdéngigeUCED Eigenschafist, esaberandererseitsunktionenklassemit

unendlicheiPseudodimensiomberfur jedese > 0 endlicherfat shatteringDimensionzum Para-
metere gibt.

Die hier hemgeleiteterBegriffe sindausreichenddie Situation,dalBmaneinefesteArchitektur
trainiert, zu modellieren. Berliicksichtigtmanallerdingsden Prozelder Architekturausvahl mit,
dannhatmanesa priori mit einerFunktionenklassenit unendlicheiKapazittzu tun: Manwahlt
einNetzausderKlassealler Netzeaus,die, wie wir gesehemabenapproximationsgllstandigist.
Um dieseallgemeinereSituationzu modellierenkannmandassogenanntéuckinessFrameavork
anwendenMan bewertetje Trainingslaufa posterioriwie gutdenndasjeweilige Ergebnisist, d.h.
etwa wie grol3die konkreteNetzarchitektubzw. die Kapazitit derselbigergevordenist. Eswird
alsogemessenwie glucklich der konkreteTainings\erlauf gewesenist. DiesesMal3 darf dabei
durchausauchvon denkonkretenTrainingsdatermbhangen.Zusatzlichwahlt mana priori Wahr
scheinlichkeitenp;, diesichzu1 summiererundje angebenwie sehrmanmit diesemgliicklichen
Verlaufgerechnehat. Schlief3licherralt manfur die Abweichungdesempirischernvom tatsachli-
chenFehlerdieselberSchranken,die manauchbisherin einer(apriori) entsprechendlicklichen
Situationerhaltenhatte — einzige Anderung: Sie sind um einender a priori Wahrscheinlichkit
entsprechendefermerganzt. Fur eineexakte Ausfuhrungseiauf [Shave-Taylor et.al.,Hammer]
verwiesen.

4.2 Anwendungfur feedforward Netze

Um die Resultateauf NeuronaleNetzeanwenderzu konnen fehlenals erstesAbschatzungerfur
die VC bzw. PseudodimensiorealistischeiNetze. Soferngute Schrankenfir die Pseudodimen-
sion existieren,konnendieseauchals obereSchranlken fur die fat shatteringDimensionbenutzt
werden.Sobalddieseaberetabliertsind,kannmandenGeneralisierungsfehlgedertrainiertenAr-
chitekturanhanddesTrainingsfehlerabsclatzen.Insbesonderest danngewahrleistetdaltiber
hauptje der Testfehley derja tUblicherweisezur SchatzungdesGeneralisierungsfehlergerwandt
wird, gegen0 geht. Von derldeehersollendie Schranken sogardasBetrachtereinesTestfehlers
uberflissigmachengdaja der GeneralisierungsfehletlurchdenempirischerFehlerunddasdurch
die VC SchranknabsclatzbarestrukturelleRisiko beschanktist, formal:

E(f hm(x, f)) < Em(f: hm(x, 9),%) + €
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mit Wahrscheinlichlkit 6 unddemsichausdemletztenAbschnittergebendenstrukturellerRisiko
e. Allerdingssinddie Schranlkenfir e im Allgemeinenschlechterals eseine Abschatzungdurch
denTestfehlerware,insbesondereja hier ja ein worst caseSzenariobetrachtetwird. Daherist
durchausein BetrachterdesTestfehlerangemessen.

Wie fangenywie sollteesauchanderssein,mit einemeinfachenPerzeptroran.

Satz4.13 Ein Perzepton mit Eingabedimension besitztdie VC Dimensionm + 1.

Beweis: Die VC Dimensionist mindestens: + 1, dennmankannjeden + 1 Punkteim R” in
allgemeineiLageshattern.Dabeibedeutetler Term,in allgemeinei.age genauwasmansich
darunteworstellt: Die Punkteliegenin typischerSituationim R, d.h.keinen Punkteliegenschon
aufeinern — 1 dimensionalerHyperebene Algebraischbedeutetlasbein + 1 Punktengenau,
dafR¥fur die DeterminantelererweiterterMatrix

der( T ) A0

gilt (die Punktesindaffin unablangig). Mochtemandie Punktejetztbeliebignach{0, 1} abbilden,
dannwahltmany; € {—1, 1} entsprechendergewiinschterAusgabeundldstdasGleichungssy-

stem
¢ Xl PR X'fl-l—l B
w ( 1 o1 ) =Y
umdie Gewichtew (BiasalsOn-Neuron)zu erhalten.

Seienumgelehrt m Punktexq, ..., x,,, die geshatteriverden,gegeben. Dann gibt es 2™
Gewichtew; (inklusive Bias), so da3der Vektor (w!(x;, 1)); flr geeignetesv; beliebigeVorzei-
chenhat. Die Wertefur varilerendes und j seienin eine2™ x m-Matrix B geschriebend.h.
Bij = WE(XJ', ].) oder

t
Wi

_ . X] ... Xy
sl ()
W
Falls dieseMatrix keinenvollen Ranghatte,gabeeseinenVektory # 0 in R™, sodalRBy = 0
gilt. Esgibt aberunterdenZeilen der Matriz B eine Zeile, derenKomponenterdasselbe/or-
zeichenwie die Koeffizientenin y haben,d.h. multipliziert man dieseZeile mit y, erkalt man

garantierteinenpositven Term. Widerspruch. Daherhat die Matrix also vollen Rangm, d.h.

aber )1(1 X"ll ) hat ebenélls mindestengden Rangm. Aufgrund der Dimensionfolgt
m<n+1. |

Als Konsequenberbtigt manfur einegute GeneralisierungsleisturgjnesPerzeptrongine An-
zahlvon Beispielendie linearmit derEingabedimensiowachst.Die Generalisierungsleistungt
dannaberauchunablangigvon der konkretenVerteilung— esgibt natirlich spezielleVerteilun-
gen,wo die Generalisierungsleisturngesseiist, etwa wennnur ein TeilraumdesEingaberaumes
berbtigt wird. Als unmittelbareFolgerungerhalt man eine Schranlke fur die Pseudodimension
einessigmoidenNeurons:

Satz4.14 Die PseudodimensioeineseinzelnersigmoiderNeuonsist n + 1, wennn die Einga-
bedimensiomarstellt.

Beweis: Offensichtlichistdie Pseudodimensionenigstens:+1, damanja Perzeptroneappro-
ximierenkann. Um eineobereSchranl zu erhalten beachteman,dafl3bei der Pseudodimension
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stattmit 0 mit Referenzwertem verglichenwird. Esistsgdr) > r <= z > sgd '(r), da-
her kann man stattder PseudodimensiodessigmoidenNeuronsauchdie Pseudodimensiodes
Raumegleraffinen Abbildungenim R" betrachtenDieseist maximalgleichder Pseudodimensi-
onderlinearenAbbildungenin R**!. Fur festem Punkteim R**! hatT := {f(x1),..., f(xm) | f
istlinear} maximaldie Dimensionn + 1, daderlineareVektorraumder Funktionenauf R"*! die
Dimensionn + 1 hat. Falls die Punktex; geshattertverden gibt esalsoeinenVektorr, sodaf3der
um diesenVektorverschoben®aumT alle OrthanterdesR™ trifft. Esgibt aberkeinenweniger
alsm-dimensionaleiRaum,derdastut. Fur denNullvektorr wurdedasobenschongezeigt.Ist r
nicht0, dannbezeichnegr einenzumRaumr + 7" orthogonalei/ektorungleich0, deraufeinerzu
T senkrechteeradedurchdenUrsprungmit RichtungzumUrsprungliegt. ' seiderVektorauf
dieserGeradadurchdenUrsprung,derdie Spitzein r + 7" hat. Esgibt keinenVektorin r + 7', der
dieselberVorzeichenwie y hat. Dennfur so einenVektor wirde dasSkalarprodukimit y einen
Wert > 0 liefern, allerdingskannman so einenVektor alsr’ + x mit einemzuy orthogonalen
Vektorx schreibemit y*(r' + x) = y'r’ < 0. O

Allerdingssindnicht alle Aktivierungsfunktionersozahm,wie essichdie Perzeptronaktierung
oderdie sigmoideFunktionund damitauchder hyperbolischelangensoderandereim Wesent-
lichen aguvalente Aktivierungenerwiesenhaben. Wie wir schongeseherhaben,erlaubtdie
Funktioncos, beliebigerational unablangigePunkteauf der Zahlengeradauf ein gewiinschtes
VorzeicherabzubildenMan erhalt

Satz4.15 Die PseudodimensiorinesNeuwons mit der Aktivierungsfunktiortos ist unendlid.
Dasselbailt fur die fat shatteringDimensionzu Parameterrkleinerals 0.5.

SolcheNetzesind alsounterrealistischerBedingungemicht zum Lernengeeignetda zumindest
bei einigenPatternund unbeschiinktenGewichtenAuswendiglernemoglichist.

Wir wendenunsjetzt groRerenArchitekturenzu. Fur feedforward Netzemit der Perzeptron-
aktivierungkannmandie VC Dimensionebenélls absclatzen.

Satz4.16 Die VC Dimensioneinesfeedforwad Netzeamit der Perzepton Aktivierungsfunktion
undW Gewichtenist vonder OrdnungW log W.

Beweis: [Maass,SakurailnabenNetzemit W GewichtenundeinerVC Dimensionderangege-
benenOrdnungkonstruiert. MaassbetrachtetdabeiNetzebeliebigerTiefe mit mindestengwei
verbogenenSchichtenSakuraibetrachteiNetzemit einerverbogenenSchicht.

Eine obereSchrank kannmit denhier schonbewiesenenMitteln heigeleitetwerden: Jedes
einzelneNeurondesNetzesberechnekine Funktion f; auf einemRaumder Dimensionn;, die
durchdie Anzahl der Vorgangerneuronegegebenist. Die Anzahlder verschiedeneibbildun-
gen,die soein einzelnesdNeuronaufm verschiedenei&ingaberberechnerkann,ist nachSauers
Lemmadurch(em/(n; + 1))"*! gegeben.Ordnetmandie Neuronersoan,daf’ f; nur Vorganger
unterdenNeuroneri, ..., : — 1 hat,dannfindetmanbeim Eingaberalsobzgl. demerstenNeu-
ron (em/(n; + 1)) *! verschiedenébbildungen fir jedeMengedersich egebendenn Werte
fur dasNeuron2 wieder (em/(ny + 1))"2*! verschiedenébbildungen,.... DasgesamteNetz
berechnealsoaufm verschiedenekingabemaximal

em ni+1
H <TLZ + 1)

i

verschieden&unktionen.Daskanndurch(Nem /W)W nachobenabgeschtztwerden.Eskann
maximaleineMengeder Kardinalitatm mit 2™ < (Nem /W)W geshattertverden.Diesesergibt
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die obereSchranke m < 2W log(eN). !

[Bartlett et.al.] habengezeigt,dal’sich die Ordnungauf die OrdnungW verbesserdalit, falls
mandie maximaleTiefe der Netzebeschankt. Bei realistischerweisenaximalzwei bis drei hid-
denlayerngilt alsoauchdie Daumenrgel, daRdie Anzahl der Beispielelinear mit der Anzahl
der Gewichte wachsersollte. Verbesserungesind moglich, falls die Gewichte sehrklein gehal-
tenwerdenoderdie Eingabemur auseinemendlichenAlphabetstammen.Auch hier gibt esin
Spezialallenmitunterbesseré&chranken [Bartlett et.al.].

In der Praxisverwendemmandifferenzierbaré\ktivierungsfunktionenvie die sigmoideAkti-
vierungoderauch,derEffizienzwegen,stiickweisdineareNaherungenlerselbenFur feeforward
Netzemit stickweisepolynomiellerAktivierungerhalt maneine Schranlk, indemmandie Netz-
funktion als BoolescheFormelin Ausditicken der Form p(z) > 0 fur Polynomep schreibt,die
unteranderemdie Gewichtswektorenals Parameteibesitzen,und die Anzahl der verschiedenen
moglichenWahrheitswertbelgungenabsclatzt, wenn man die Gewichte variiert. Diesesergibt
eineSchranle fur die Pseudodimension.

Satz4.17 Seieinfeedforwad Netzmit N Neuonen, W > N einzustellende®ewichten(die evtl.
apriori festenGewichtewerdennicht gezhlt), Tiefet, stickweisepolynomiellemAktivierungsfunk-
tionenmit je maximalg Stickenund maximalentGrad d gegeben.Dannist die Pseudodimension
maximal2¥ log, (8e(W + 1)¢" (d' + (t — 1))) =

2W (log, (8€) + log, (d" + (t — 1)) + log,(W + 1) + W log, q) .

Beweis: Fur jedekonkreteEingabex desNetzesberechnesichdie Ausgabeals Polynomvom
Gradmaximald® + (¢ — 1) in denGewichten(!),dennin jederSchichtwird derbisherigeAusdruck
mit w multipliziert undvon diesemWert die Aktivierungsfunktiomrmit maximalemGradd berech-
net. Betrachtetmandie verschiedeneBereicheder Aktivierungsfunktionengannerhalt manbei
variierendenEingabenund Gewichten maximal ¢" verschiedendolynome. Fir eine konkrete
Eingabex und Referenzektor r kannmandasVorzeichender Netzausgabgerglichenmit » als
Boolescheérormelin 2(N +1)q" verschiedeneAusdiiickenderFormp(x, r, w) > 0 formulieren,
wobeip ein Polynomvom Grad< d' + (¢ — 1) in w ist: Die Ausgabeberechnesich, wie oben
gesagtals einesvon ¢” moglichenPolynomen(r subtrahiert)welchesdieserPolynomeauf die
Eingabenund Gewichte zutrifft, testetman,indemmandenBereichjedereinzelnenAktivierung
jedesNeurongestet.DesserAktivierungberechnesichebenélls je nachVorgangeraktiierungen
als einesvon maximalg™—! moglichenPolynomen.Man fuihrt alsozur Bestimmungder Ausga-
be maximal2q - ¢! - N Vemleichedurch. Insgesamtretenalsomaximals := 2(N + 1)¢"
verschieden@usditicke in der BoolescherFormel auf. Wie nummeriererdie BoolescherEle-
mentarausdrcke mit ;, 7 = 1,. .., s, dasin derFormelp; vertretenéPolynomsei f;(x, r, w).
Man nimmt jetzt an, die Punktex, ..., x,, seienmit Referenzwertem; geshattert. Dann
findetmanmindesten®2™ Gewichte w, sodal3die sich egebendervektorenin {0, 1}*™ mit den
Wahrheitswertbelgungen(y;(x;));;, diedasVorzeicherderNetzausgabaufx; eindeutigcharak-
terisierenfur unterschiedlichev verschiedersind. Die Anzahl der moglichenWahrheitswertbe-
legungenalidtsichabsclatzengegendie AnzahldermoglichenVorzeichenwechselerbeteiligten
Polynome:Eine Wahrheitswertbelgungist hochstenglannverschiedenwennwenigstensines
derauftretenderPolynomefiir verschiedenev unterschiedliche¥orzeicherbesitzt. Esmuf3also
die Anzahlder Zusammenhangsknponentevon R \ {w | 3x;3f; fx(x, 7, w) = 0} beschankt
werden,denninnerhalbdieserKomponentenst der die Wahrheitswertbelgungenbestimmende
Vektor konstant. Man brauchthier eigentlichnoch ein Argumentdafur, damanim Fall eines
Polynomsexakt gleich0 auchanalogeSituationermit echtpositvembzw. negatvemVorzeichen



60 B. Hammer

findet. Diesesfolgt ausformalenGriinden. Etwa in [Warren]ist die Zahl der Zusammenhangs-
komponentemurchdie GroRe
4emsd\ "
(5)

mit demGradderPolynomed’ = d* + (¢t — 1) abgeschtzt. Der Ansatz(4emsd' /W)W > 2™ fuhrt
zur Schranlke m < 2W log, (4esd') oder

m < 2W log,(8e(N + 1)¢™ (d' + (t — 1))).
O

Betrachtetman allerdingsdie sigmoideAktivierungsfunktion,dannstehtman vor zwei Proble-
men: Eine Kompositionder Netzfunktionerfiuihrt zu einemnicht mehrhandhabbaremusdruck,
und man berbtigt Schranlken fur Nullstellenmengervon Funktionen,die auchdie Exponential-
funktion beinhalten. Dem erstenProblemkann man durch EinfihrenneuerVariablen,die die
Aktivierungder Neuronerrepiasentierenbegegnen. Mit einemetwaskomplizierteremdifferen-
tialgeometrischeAnsatzkannmandannauchhier die Anzahlder Zusammenhangsknponenten
bestimmenEin Beweisfur densigmoidenFall wurdevon [Karpinski, Macintyre]gefunden.

Satz4.18 Seiein feedforwad Netzmit N Neuionen,W einstellbaen Gewichtenund der stan-
dard sigmoidenAktivierungsfunktiorgegeben. Dannist die Pseudodimensiomaximalvon der
Ordnung

O(W?*N?).

Interessantst dabei,dalRdurchausnicht alle Funktionen,die der Sigmoideahnlich sehen,sich
auchso schon verhalten. Der wichtige Punktist, dal3sich die Nullstellenmengerder Funktio-
nenschbnverhaltend.h.die AnzahlderZusammenhangsknponenternlesKomplement&ndlich
ist. Insbesonderest genaudiesesfir denCosinusnicht der Fall. Es gibt Funktionen,wo dieses
Verhaltemicht so offensichtlichist, wie beim Cosinus. Etwa die Funktion

0(z) = arctar{z) /m + cos(z)/(10(1 + z*)) + 1/2

siehtder sigmoidenFunktion sehrahnlichund hat auchsclone Eigenschaftensie ist etwa ana-
lytisch und unendlichhaufig differenzierbarsie ist eine squashing~unktion, d.h. monotonmit
Limites 0 bzw. 1. Aber esqilt:

Satz4.19 (1, 2, 1) feedforwad Netzemit der Aktivierungsfunktiod habeneineunendlihe Pseu-
dodimension.

Beweis: Die Linearkombinationd(tx) + 6(—tz) — 1 emgibt cos(tz)/(5(1 + t?z*)). Der Nenner
diesesAusdrucksst positiv, daherkannmanfur beliebigerationalunablangigeEingaben: Werte
t finden,die dieseWerteaufZahlenmit beliebigwahlbaremVorzeicherabbilden.Warealsoin der
Ausgabedie Identitat, dannkdonntemandiesesEingabenshattern.Die Identitat kannaberdurch
denDifferenzenquotienten ~ ((ex) — 6(0))/(ef'(0)) fur kleinese beliebiggut anger@hertwer-

den. D.h. Skalierungder Ausgabgewichte und Vergleich mit der Referenz—6(0) /(€' (0)) fuhrt
fur kleinese zumselbenErgebnis. O

Dasheil3t: EineauchdurchausufdenersterBlick nichtsichtbareDszillationin derAktivierungs-
funktion kannLernenverhindern.

Interessansind natirlich auch hier untereSchranlen fur die Kapazitt, da man zumindest
unterrealistischerBedingungenn einigenSituationereinedurchdieseKapazitit nachuntenbe-
schiankteAnzahlanBeispielenfir die Generalisierungghigkeit berdtigt. Etwa fur die sigmoide
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AktivierungkannmandieselberunterenSchrankenwie fur die Perzeptronaktierungerhaltenda
ja die Perzeptronaktierungdurchdie Sigmoideapproximiertwerdenkann. Eine bessereaber
von deroberenSchranlke nochweit entfernteSchranle, findetsichin [Koiran,Sontag]:

Satz4.20 Die fat shatteringDimensionvon sigmoidenNetzenmit W veranderbaen Gewichten
ist mindestensonder OrdnungV2.

Beweis: Eswird ein Netzmit zwei EingabeneuronebetrachtetDie Punkte die geshattertver-
den,sind die Punkte{1,...,n}?. Fir eineAbbildung f der Punktenach{0, 1} seienGewichte
wh, ., whmitw' = 0w .. .w), wh = f(i,) gewahlt. W ist der Gesamtektor der Gewichte.
Esgehtjetztalsodarum,mit einemNetzbei Eingabevon: und; die entsprechendgtelleim i ten
Gewicht zu berechnen.

Sei

fw(y) =w' +> (W' —w ) H(y —i +0.5).

Offensichtlichgilt f1(j) = w’ fur1 < j < n. f! kannmit einemNetzmit n — 1 Perzeptronneu-
ronen,3(n — 1) + 1 GewichtenundeinemlinearenNeuronberechnetwerden.

1?(w) berechnalie Ziffern derKoefizientenin w, d.h. f2(0.w; ... w,) = (wy, ..., w,). Eine
Netzlonstruktionfur f2 istinduktiv moglich: Aus (w, . .., w;, 0.w;y1 . . . w,) erhélt man

Wi+1 = H(O.U}H_l oWy — 01), 0.wi+2 LWy = 10 - O.wi+1 oWy — Wig1-

Insgesamergibt diesesein Netzmit n Perzeptronneuronen,linearenNeuronerund4n Gewich-
ten.
f3(z, w) berechnetlie z te Komponenteron w. Als Netzist dasetwa

Pz, w)=w + Z(wiH(:r —1—0.5) —w;_1H(z —i—0.5)),

1=2
wobeimanjedesProduktab fir a,b € {0,1} durchH(a + b — 1.5) ersetzerkann. f3 besitztein
linearesNeuron,4(n — 1) Perzeptronneuronamd12(n — 1) + n Gewichte.

DasNetz

(z,y) = Pz, F(fw ()
shattertalsodie ang@ebenerZahlenbeigeeigneteWahlvon W undbesitztn + 2 lineareNeuro-
nen,6n — 5 Perzeptronneuronamd19n — 13 Gewichte. Man kanndie die Perzeptronaktierung
beliebiggut mit dersigmoidenAktivierunganraherndie lineareAktivierungbeliebiggut mit dem
Differenzenquotiente(der zusatzliche Term kannjeweils zum Bias folgenderNeuronengezhlt
werden),und erhalt so ein sigmoidesNetz, dasdieselberEingabenmit jeder Genauigleit < 0.5
shattert. O

Diese Ergebnisseetablierenzusammengenommaetie prinzipielle Lernbarleit einer festenneu-
ronalenfeedforward Architektur, wie siein der Praxisvorkommt. Allerdings sind die konkreten
Schranlenin realistischerrallenhaufigsehrkonsenativ, daja der—in derRegel nichtvorkomen-
de— schlechtest&all mit abgeschtztwird. Nichtsdestotrotaind die nachg&iesenerErgebnisse
prinzipiell beruhigend sagensie doch, dal3im Gegensatzetwa zum cos realistischeNetzesich
prinzipiell gutverhalten.

Es soll hier noch eine Abschatzungfolgen, die zu einemkonkretenalternatven Lernverfah-
ren, der SupportVektor Maschinegefuhrt hat. Die VC DimensioneinesPerzeptronsvachstbei
wachsendeEingabedimensionDasist allerdingsnicht der Fall, wenn mansich auf bestimmte
Perzeptronebeschankt, die die Datennicht irgendwie,sondermrmit einemgewissenMindestab-
standzur Trenngeradérennen.
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Satz4.21 SeiF die Menge der linearen Funktionenvon{x € R" | |x| < R} nach R, sodal3der
Gewichtsvektormaximaldie Lange B hat. Dannist die fat shatteringDimensiorzumParametere
maximal

R?B?

€2

Beweis: Seidie endlicheMengeS geshatterimit Parametek. Danngilt fur jede TeilmengeS,

inS:
\Zx— Z x| > |S|e/B.
z€So z€S\So
UmdiesegzuzeigenseiS = {z1,..., z,} durchdie Parametew; geshattert; je nachgevinsch-

ter Abbildungin {0, 1}™, Referenzektorenseienr;. Falls >, g i >3-, co\s, 73 S€Ib; = 1,
fallsx; € Sy, undb, = 0, fallsz; ¢ Sy. Esgeltendannfir diesesw, die Ungleichungen:
wix; > r; + e fallsx; € Spundwix; < r; — efallsx; ¢ S, also

WZZ$Z Z Ti+‘SO|6-

z€Sp 1 T; €80
Analogfolgt
w) Z x < Z ri — |S\Sole -
z€S\So 1 2;€S5\So
Also gilt

w, Zx— Z z| >|Se.

z€So €S\ Sy
Mit |w| < B undderCauchy-Schartzscherngleichungerhélt man
\Zx— Z x| > |Sle/B.
z€So z€S\So

Falls ZIZESO r < ZIiGS\SO r; wahltmanb; = 1, fallsz; ¢ Sy, undb; = 0, fallsz; € Sy, und
erhalt mit einemanalogerArgumentdieselbeAbschatzung.

Fernergibt esfur alleMengeS = {z1,...,z4} vonPunktenrmaximalderLangeR einS, C S
mit
1> z— ) a2l </IS|R.
z€So z€S5\So

Um dieseszu zeigen,seib € {—1,1}¢ zufallig gezogen.Danngilt fur die ebenélls zufallige
MengeS, = {z; € S | b; = 1} dieRechnung

d
E\|D o= ) af’)] = E <|Zbixi‘2)
zE€So z€S\So =1
d

i=1 \ j#i

d
i=1

< |S|R%.
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Diesevorletzte Gleichungfolgt, da die b; unablangig mit Erwartungswert) gezogenwerden.

Daherist E(b;bjziz;) = E(b;)E(b;)ztz; = 0. Mit dem Erwartungswerimuf3 auchmindestens

eineAuspragungkleineralsdie anggebenesroliesein. Diesediefert dasgesuchtes.
Kombiniertmandie beidenUngleichungengannerhalt man

S R2B?
S ¢ 57 15 < B

|

Beschanktmansichbeigegebeneratenalsoaufdie Perzeptronerdie GewichtsbeschankungB
undMinimalgitee habendannist die VC-DimensionmnichtgleichderEingabedimensiorsondern
durchobigenTerm gegeben,der bei hochdimensionale®@atenmitunter wesentlichkleiner sein
kann. Stattder Gewichtsbeschinkungund der Mindestdite kann man aucheinen Abstandder
TrennhyperebenerondenDatenvon mindestensy = B/e verlangenDer AbstandeinesPunktes
x von derdurch (w, 8) gegebenerHyperebenderechnesich namlich wie folgt: Der Punktauf
derHyperebenederaufdemSchnittpunkimit derdurchx laufenderNormalenliegt, ist

f — wix

X + w.

wiw

Der Abstandvonx zur Geraderberechnesichalsoals

) — wix € €
>

w| — B

wiw

Fazit: TrennteineHyperebenalie Datenmit einemgewissenMindestabstandjannist die Gene-
ralisierungumsobesserje grofderdieserAbstandist. Die Generalisierungkaliertdannnicht mit
derEingabedimension.

Diesesist allerdingsmathematiscticht korrekt, damanja seinebetrachtetd-unktionenklas-
sewahlenmuf3,bevor manDatensieht. Der Abstandwird allerdingsim Hinblick auf die Daten
gemessenindfestgesetztFormalmuldmanzu einerexaktenBegrindungder verbessertehern-
barkeit bei groRemAbstandzu denDatendasschonerwahnteLuckiness-Framgork heranziehen.
Dieseserlaubtin diesenmfFall, aposterioridenAusgangdesLernensauchin Bezugaufdie konkre-
ten Datenzu beurteilenund die dannresultierenderschranlken (erganztum a priori Wahrschein-
lichkeiten)anzuwendenln obigemFall fuhrt daszu um konstanté=aktorenerweiterteSchranken
fur die Lernbarleit, die stattder EingabedimensiodenAbstandzur Geraderund denBetragder
Eingabernverwendet.

4.3 Support Vektor Maschine

Die Tatsachedal3die VC DimensioneinesPerzeptronsnit Abstandzu den Datenwesentlich
besseundinsbesonderanablangigvon der Eingabedimensioseinkann,hatVapnikzu einerzu
feedforvard NetzenalternatvenLernmethodikinspiriert: Der Support Vektor Maschine (SVM).
Wir betrachterhier die SVM lediglich als Klassifikator d.h. sie soll Funktionenf : R™ — {0, 1}
lernen.

Die lineare SVM istim Wesentlichemur ein einfachesPerzeptrongd.h. berechneeineFunk-
tion

f:R™ - {0,1}, x = H(w'x — ).

Wir nehmenan, daRdie Datenimmer einedurch R beschéankteLangehabend.h. |x| < R. Wir
nehmerhierderEinfachheithalberan,derBiassei0, d.h.0 = 0. EineanalogeHerleitungmit Bias
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(odervermbge On-Neuronen)st moglich. DasErgebnismit explizitem Biasist im Allgemeinen
verschiederzum Ergebnismit On-Neuronengasichder Abstandzur Geradeverschiedemerech-
net. Der Knackpunktist jetzt, dal3zu gegebenerDatennicht irgendeinesonderneine beziglich
derGeneralisierungghigkeit optimaleTrennhyperebengesuchivird, die Hyperebenenit maxi-
malemAbstandzu denDaten.Gegebeneine Trainingsmengd (x;,v;) | ¢ = 1,...,m} istalsoein
Gewichtswektorgesuchmit

wix; >0 < y;=1.

Man kannannehmendalikein Vektor exakt auf der Trennhyperebeneliegt und alsodurch Ska-
lierendesVektorserreichendalRder Ausdruckw'x; betragsraBigimmer > 1 ist. Wahlt many;
in {—1,1} stattin {0, 1}, dannschreibtsichdiesesals

yiw'x; —1>0.

Gleichzeitigsoll der Abstandder Geradezu den Datenminimiert werden. Der Abstandeines
Punktesx zur Gerademit Gleichungw’x = 0 latsichals|t/|w|| mit w’(x+¢w) = 0 berechnen,
d.h.derAbstandist |w'x|/|w|. DerminimaleAbstandzur Trennhyperebendregt fir Punktevor,
fur die in obiger Ungleichungdie exakte Gleichheitgilt. Man maximiertalso den minimalen
AbstandderPunktezur Trenngeradenyennder Ausdruck

|wl

maximiertwird. Man mochte|w|?/2 unterder Bedingungy;w'x; — 1 > 0 fir alle s minimieren.
Dasbedeutet,

: Lo t
min max (§\W| - Zai(yiw X; — 1))

fur neueVariableno; zubestimmendenn

1. . | > fallsy,wix; — 1 <0
0120 (5‘“" 2 oulnwxi - 1)> - { lw|2/2  sonst.

DieseAufgabekannmanweiter vereinfaichen,dazubrauchenwir abereine Anleihe andie Opti-
mierung.

Eine Funktion f : R™ — R heiRtkonvex, falls fur alle x, x’ die Strecle durchdie beiden
Funktionswert@berhaltdesGrapherverlauft,d.h. f (tx+(1—-t)x') < tf(x)+(1—t) f(x') fur0 <
t < 1. Stelltmanumundlaft: gegenNull gehengrhalt mandie UngleichungV f(x')!(x — x') <
f(x) — f(x'). Die sogenannteiK uhn-Tucker-Bedingungensagendaf3ein globalesMinimum
einer korvexen Funktion f mit Nebenbedingungep;(x) > 0, —g; korvex, genaudannin x’
vorliegt, wenng;(x’) > 0 fur alle 7 gilt undesca; > 0 gibt mit o;(x') = 0 fur alle, Vf(x') —
> a;Vgi(x') = 0.

[«<’ EsistaufgrundderKonvexitat

Fx) =) avVa(x) > f(x) + V) (x—x)+ > ax) =) aVe(x') (x—x)

Die letztenbeidenTermefallenaufgrundder Bedingungerweg, d.h.

Fx) > f(x)+ ) ax).

Also istx’ globaloptimalfur alle Wertemit g;(x) > 0.
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'=" Fur ein Optimumx’ gilt entwedery;(x’) = 0 oderg;(x’) < 0. Der Gradientvon f istin
Bezugaufalle RichtungerD, die kein g; betrefen odernur solche wo g;(x’) < 0 gilt. Betrachtet
mandie Gleichungeny;(x') = 0, sobesitztder Gradientvon f einenpositivenAnteil in Richtung
desGradienternvon g;, daeineweitereMinimierungvon f nur unterVerletzungvon g;(x) > 0 in
Richtungg; moglichware.D.h. manfindetfir g;(x') < 0 denWerta = 0 undfir gix’) = 0 einen
Werta > 0mit Vf(x') — Y aVyg(x') =0.]

Man berechnetlso .

2 t
V2|w\ ZaV(yzw x; —1) =0,

d.h.w =) ax;. Einsetzerin obigezu optimierende~unktionliefert

Z a; — % Z aiajyiijij .

Diesesist unterder Nebenbedingung; > 0 zu maximieren. Gibt es iberhauperfullendeBe-
legungenkannmanw = > «,y;x; setzengibt eskeineLosung,explodierendie «; gegenoc.
Die lineareSVM bestehtdaherediglich ausetwa einemGradientenauftstgsverfahrender Funk-
tion > o, — % 3 a0yy;xix,; unterder Bedingungey; > 0. Daessichum einezu optimierende
guadratischd-unktion handelt,sind in der Regel hierfur optimierte Verfahren,etwa ein konju-
gierte Gradientewmerfahren,vorzuziehen.Der Klassifikatorselberemibt sich anschlieRendurch
w = Y o;¥;X;, Sobaldaddquater; gefundenwurden. Diejenigenx;, fur die «; # 0 ist, nennen
sichauchSupport Vektoren. Essind Punktemit geringstenmAbstandzur Trennhyperebenersie
legendurchdie Bedingung,dafl3die Aktivierunghier 1 bzw. —1 seinsoll, denLosungsektorw
eindeutigfest. Im Prinzip bestimmenrdie Punktemit minimalemAbstandzur Trennhyperebenen
dasErgebnisdesTrainings,loschtemanalle GbrigenPunkte,erhieltemanimmer nochdasselbe
Ergebnis.

Nur im linear trennbarerfall ergibt sich so ein adaquaterKlassifikator der je nachAbstand
der Punktezur Trennhyperebeneaine wesentlichbesseréseneralisierungsleistungls ein ein-
fachesPerzeptrorzeigenkann. Mdchteman zulassendaf3nicht notwendigalle Punktekorrekt
klassifiziertwerdenmiissen;- etwa weil die Mengenichtlineartrennbarist oderder Abstandzur
Trennhyperebenezu klein wirde— somodifiziertmanwie folgt: Die zu erfullendenUngleichun-
genwerdenzu

yi(w'xg) > 1 - ¢
mit Variableng; > 0. Furx; < 1 bedeutetlas,dal3x; korrektist, wobeifiir x; €]0, 1| derminimale
Abstandzur Trennhyperebenamterschritterwird. Im Fall §; > 1 liegt derPunktentwededirekt
auf oderauf der falschenSeiteder TrennhyperebenenDie Anzahl der Fehlerkannalsodurch
> x; beschanktwerden.Minimiert wird jetzt

Lo o
§|w| +CZ§z‘

mit einer zu wahlenderKonstanteC' > 0, die die Gewichtung der Fehlerbestimmt. Inklusive
Lagrangemultiplikatorerst alsodie Funktion

%|W|2 +CY &= ailyw'xi—1+&) = Y ik

mit o; > 0, p; > 0 zubetrachtenDie Kuhn-Tucker-Bedingungeritihrenalsozu denGleichungen
W = Zaiyixi, C - o — Uy = 0, /j,ZfZ =0, ai(intXi —1 +§z) = 0. Esist notwendigai <C far
wi >0, fur u; #0,d.h.a; < Cist&; = 0. Manerhalt alsoalszu minimierendeFunktionwieder

Z Q; — % Z aiajyiijij
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mit Nebenbedingung < «; < C. Ein Losungsektorberechnesichalsw = > a,y;x;.
NebenderMoglichkeit von Fehlernlegt esdie SVM nahe lineareTrennbarlit einfachdurch
AbbildenderDatenin einenhochdimensionaleRaumzu erzwingen.StattderurspiinglichenDa-
tenbetrachtemanalsokiinstlichumverschieden&lerkmaleerweiterteDaten,die, sofernmandie
Dimensionnur grof3genugwahlt, lineartrennbawerden.Bei einemeinfachenPerzeptromwirde
sich diesesVorgehenverbieten,da mit wachsendeEingabedimensiomlie Generalisierungslei-
stungsinkt. Bei der SVM hangtdie Generalisierungpicht von der Dimension,sondernmur vom
Abstandder Datenzur Trennhyperebenab — eskdnnensich alsowesentlichbessereéschranken
ergeben.DasprinzipielleVorgehenist also,zunachstdie DatenvermbgeeinerFunktion® in einen
hochdimensionaleNektorraumabzubildenund anschlieendm Bildraum einelineareSVM zu
trainieren KlassifikationerfolgtanschlieRendndemmanEingaberx nachsgnw'®(x)) abbildet.
Hier bestehtallerdingsein Problem: Skalarprodukten einemhochdimensionaleRaumzu
berechnenist aufwendig. Das Training erfordertaberhaufigesBerechnerder Skalarprodukte.
Hier bedientman sich eineskleinen Tricks, des sogenanntekernel-Tricks: & tauchtnur im
Zusammenhangit Skalarprodukterauf. Ist & so definiert,dal®(x)'®(y) = k(x,y) fur eine
einfachzu berechnend&unktionk gilt, dannist Trainingeffizient mdglich. Man optimiert

1
D o - 3 ) aioyyyik(xi, x;)

unterder Bedingungd < «;. Der Gewichtswektorist dannw = )" a;y;®(x;). Um die Ausgabe
einesbeliebigenVektorsx zu berechnenist alsolediglich ) a;y;k(x;, x) zu bestimmen.Dieses
istzumindesbeieinerin derRegelgeringenAnzahlvon Supporivektorereffizientzubestimmen.
Man berbtigt nichtdie explizite Funktion®, sondermur denKernk. Waskommtalssolchesk in
Frage?
Ein Beispielist die Abbildung
k(x,y) = (x'y)?,

dieseberechnetasSkalarprodukizu
R = R, x — (22, V22129, 22)

oderauch
®:R* 5 R x> L(33% — 13,271T9, T2 + 75)
V2
oderauch
®:R? = R, x> (22, 2109, 7172, 73) .

Man sieht,esist ® nicht eindeutigvorgegeben sogardie DimensiondesBildraumeskannvariie-
ren.

Allgemeinergilt die Mercer-Bedingung fir eine stetigeund symmetrischeAbbildung & :
R” x R* — R, densogenanntei ern, gibt eseineAbbildung® vonRR" in einenevtl. unendlich
dimensionaleVektorraumund eine Darstellungk(x,y) = > ®(x);®(y); (dasist eine Darstel-
lung als Skalarprodukin einemevtl. unendlichdimensionalerBildraum) genaudann,wennfir
alle Funktioneng : R* — R mit [ g(x)?dx < oo die Bedingung

/k@JM@MWMHWEO

gilt.
Moglicheund haufigverwendeté&ernesind:
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e k(x,y) = (x'y)?,denn

T zay)Pg(x)g(y)dxdy = b, [ 2yl .. -xZ“yZ"g(XQ)Q(Y)dxdy
Sob ([ .. 2lrg(x)dx)” >0

mit sichausgeeigneteminomialkoeffizientenegebendempositvenFaktoreny, ergibt. Man
bildet hierbeialle Polynomevom Gradp. Alle Polynomevom Grad < p erhalt mandurch
die modifizierteVersionk(x,y) = (x'y + 1)?. JenachsichergebendeAnzahlvon Support
Vektorenhatderenddiltige Klassifikatoralsodie Form

x — H (Z oy (xix + 1)”) .

DiesesentsprichteinemneuronalerNetz mit einerverbogenenSchicht.Die Neuronenbe-
sitzendie Aktivierungsfunktionz — z?. Die Anzahl der verbogenenNeuronenrichtet
sich nachder Anzahl der Support-\¢ktoren. Insbesonderést dieseAnzahl nicht a priori
bestimmt,sondernwird automatischmit passendeGenichtenwahrenddesTrainingser
mittelt.

Man sieht,daRsichfiir homogend?olynomedie zugrundeligendeAbbildung ® als

71 T
g dyxi' ...

r1+...4+7rn=p

mit geeigneterBinomialkoefizientend,. Die DimensiondesRaumesder zugeldrigenli-

nearenSVM waredabei ("*?'), denndie Anzahl der moglichenFaktorenemibt sich als
die AnzahlderMoglichkeiten,n Zahlen,die sichzup summierenzuwahlen.Dasentspricht
demZuordnenvon p Einsenaufn Stellenmit Mehrfachbelgung. Die einzelnenFunktio-
nenzi...z;» sindlinearunabl&ngig,dahererhalt manauchgenaudieseDimension. Fir
inhomogend?olynomesiehtdasahnlichaus.

e Eine andereMoglichkeit ist die Wahl k(x,y) = e *¥*/(27*)  Der zugeldrige Raumist
sogarunendlichdimensionaldennbei geriigendvielen Support-\éktorenmit gro3emAb-
standvoneinandebestimmtderjeweilige VektordasVerhaltenin seinemMNaheeindeutig.Die
entstehend@rchitekturentsprichieinemNetz,daszurachstahnlichzu einemKohonennetz
die Ahnlichkeit zu den SupportVektorenbestimmtund anschlieRendjewichtet Uiber die
Abstandeaufsummiert.

e Ein sigmoidenNeuronerentsprechendéfernist die Wahl tanh(kx'y — §), welcheszu ei-
nemeinschichtigersigmoidenNetzfuhrt. Diesesstelltallerdingsnur fur bestimmtéAahlen
von k undd einenKern,derdie MercerBedingungerfullt, dar

Mankanndie SVM auchfirr eineKlassifikationfur mehralseineKlasseadaptierenDazutrainiert
manmehrereSVMs jeweils darauf,einegegebenelassevon denrestlicherzu unterscheidenm
Betriebemibt danneine Eingabex die AusgabederjenigerKlasse,wo die zugeldrige SVM den
maximalenAbstandberechnet.

Um die SVM zur Regressioreinzusetzenminimiert man

Sw O Y (6 + )

mit derBedingungw'x; —y; < e+&;, i —w'x; < e+&, &, & > 0. DasentsprichieinenSchlauch
vom Durchmesse¢ um die Funktionswertey; zu legen,in desserBereichdie zu prognostizieren-
denWerteseinsollen.
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4.4 Alternativ: BayesianischeStatistik

EineAlternatve zumPAC-Ansatzstellt die Bayesianisch&tatistikdar, die hier nurkurz angedeu-
tetwerdensoll. Essoll wie Uiblich eine GesetzralZigleit von Eingaben: und Ausgabeny gelernt
werden,die etwa durch eine unbekannté~unktion, aberauch (insbesonderdei Bayesianischer
Statistiknahgelegt) durcheineunbekanntgemeinsam&erteilungderDatenz x y gegebensein
kann.Eswird einedurchWW parametrisierteBlodell derDatengebildet,etwaeineNetzarchitektur
eineSVM mit Parameterri’ odereineVerteilungbestimmtef~orm. Eine Beispieldatenmeng®f
liegevor. Zu einemWert z soll einewahrscheinlichéusgabey bestimmiwerden.Im Bayesiani-
schenmAnsatzwird eineVerteilungfur y gegebenr unddie DatenP bestimmiwie folgt:

p(y|P,z) = / p(y, WP, 2)dW ,

d.h.die Wahrscheinlichkit fur y kannmandurchMittelung Uiberdie gemeinsam#&/ahrscheinlich-
keit mit allenmoglichenParameterrermitteln. Esist nachDefinition

p(y, W|P,z) = p(y|P,z, W) - p(W|P, z) .

Ist aberWW bestimmt,hangtdie Ausgabey nicht mehrvon denDatenP ab,daja W dasModell
vollstandigbeschreibt.Bei einemNetz ist diesesetwa die Verteilung,die der bei Einagbevon x
mit ParameteriiV berechneteAusgabelie Wahrscheinlichkit 1 zuweist.Die sogenannt8ayes-
Formel ausder Statistikbesagt

p(P,z|W) - p(W)
p(P, x)

Wir nehmenan, dalRdie Eingaber alleinenicht von denkonkretenParameterriy abrangt. Wei-
terhinbestehdie Trainingsmenge® ausBeispielen(z;, y;), die wir genauwie beim PAC-Ansatz
auchalsunablangigundidentischverteilt voraussetzerD.h. esgilt

p(W|P, 33) =

p(PIW) = [ [ p((zi, y:) W)

Der Nennerberechnesichals
p(Pz) = / p(W')p(P, z|W')dW' = / p(W") [ ] p((@i, we) W)W .

Im Prinzipkannmanjetztdie unsinteressierend¥erteilungberechnerals

oyl W TTp((a, 30) W) p(W) W
p(y'P’x)‘/ TTLp((s, ve) W (W

wobeidie beidenWahrscheinlichkitenp(y|z, W) undp((z;, v:)|W) = p(yi|zs, W) - p(x;|W) =
p(yilzi, W) - p(x;) aufgrunddesgewahltenModells zuganglichsind. p(W) ist einezu wahlende
apriori Verteilungder Parameterdie angibt,in welchemBereichdie Parameteerwartetwerden,
wennmankeinerleiDatenzur Verfugunghat. Dieseskannetwa eine Gaul3-\érteilungsein,wenn
wir ohneVorwissenrerwarten,dalRdie Gewichtein einemNetzsichsymmetrischum Null verteilen
undnichtzu grol3werden.

Allerdingssindin der Regel obigelntegralenicht analytischosbarund missergerahertwer-
den. Eine NaherungdurchMonte-CarloMethodend.h. Auswertungan geriigendvielen Einzel-
werten kommtnurfir einenniedrigdimensionaleRarameterektor¥ in Betracht.Esgibt je nach
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AnnahmeniberdasModell verschiedenenehroderwenigereffiziente Naherungenauf die hier
nichtweitereingegangerwerdensoll. Essoll nurein Spezialall erwahntwerden dervomkonkre-
tenVorgehenherwiederauf dastiblicheProcederdei neuronalerNetzenfuhrt: Falls manwenig
apriori Informationuiberdie Parametebesitzt,ist die Dichtedera priori Verteilungp(W) voraus-
sichtlich flach. Bei geriigendvielen Datenbesitztdie Dichte p((z;, y;)|W)p(W) eine Spitzeim
BereichdestatsachlichenwWertesiV, falls esnur einensolchengibt. Gibt mannundasjenigey als
daswahrscheinlichstaus,wo die Dichte obigenAusdruckszentriertist, erhalt mandie Ausgabe
y zudemParametef/, derdie Fehlerfur die gegebenerDatenminimiert. D.h. bei vielen Daten
undweniga priori Informationentsprichtdie Ausgabey der Ausgabemit einemdenempirischen
FehlerminimierenderParametersatz.

Bei wenigenDatenoder genauena priori WissenkanndasErgebnisallerdingsandersaus-
fallen, alsbeim UiblichenVorgehen.Der Term p(W') sogt fur eineautomatisché&egularisierung
desModells. Wendetmandie Bayesianisch&orgehensweisetwa auf die SVM an,dannkdnnen
bei geeigneteahl von p(W) Vektorenmit kleinem|1W|? praferiertwerdenund so die Genera-
lisierungsleistungerbessentverden.Bemerlenswertist, dal3mandurchausnicht auf ein Modell
beschéanktist; eskonnenmehrereNetzarchitekturesimultanbetrachtetverdendie alle zumEr-
gebnisbeitragen- der Termp(W) solgt dabeifiir eine GewichtungdereinzelnenArcghitekturen,
d.h.eineautomatisch&egularisierung.

Der BayesAnsatzstellt zurachsteine exakte Berechnungler vorliegendenWahrscheinlich-
keitendarundist alsoper sekonsistent.Problematischst dabeidie Wahl der a priori Verteilung
p(W), die eigentlichimmer Uberalle moglichenModelle erfolgenmuRte— eine schlechtéNahl
der a priori Verteilunghat eine schlechteGeneralisierungsleistungur Folge, andererseitsvird
daskanonischeEinbindenvon Vorwissenleicht ermoglicht. Eine weitere Schwierigleit stellen
die in der Regel notwendigerNaherungerder Integrale dar — im Einzelfall muf die Gultigkeit
derjeweiligen Naherungerverifiziert werden. Da diesesder Knackpunktist, nocheinmal: Die a
priori Verteilungstellt eineimplizite Regularisierungder Modelle dar, so dalReinegute Generali-
sierungsleistungewahrleistetist. Insbesondersind daherBayesianisch&lethodenfur denFall
vonrelatv wenigenDatengutgeeignet.

5 Partiell Rekurr enteNetze

Partiell rekurrenteNetze dienenzum GibervachtenLernenvon Vorgangen,wo Zeit eine Rolle
spielt. Sie kdbnnenim Gegensatzzu einfachenfeedforward NetzenSequenzemeliebigerLange
einlesen.Damit konnensie sovohl fur Zeitreihewerarbeitungund -prognoseals auchzur Simu-
lation von sich zeitlich entwickelndenSystemernverwandtwerden. Durch inre Moglichkeit, Se-
guenzerbeliebigerLangeverarbeiterzu konnen,stehensie an der Schnittstellezu symbolischen
SystemertderKI. Die DatendersymbolischerKl zeichnersichnamlichim Gegensatzu denfir
Netzegeb@auchlicherVektorendurchhaufigrekursve Strukturendie apriori unbeschiinktenDar-
stellungsplatberdtigenkonnen aus. Tatsachlichkannmandie Dynamikvon rekurrenterNetzen
soerweiterndal3siein gewisserWeisesymbolischelermeals Eingabeverarbeiterkonnen.

5.1 Jordan und Elman Netze

Jordanund EImannetzesind speziellesehreinfacherekurrenteNetzstrukturen.Sie wurdenvon
gleichnamigerHerrenzusammemmit einemeinfachenTrainingsalgorithmusorgeschlagenyum
Probleman derSpracherarbeitunguldsen.HauptéchlichetUnterschieduallgemeinerpartiell
rekurrenterNetzenist die Betrachtungsweisenddie Art der Darstellung.
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Die DynamikeineseinfacherrekurrenterNetzeskannwie folgt beschriebemwerden:Eingaben
sinddurcheineSequenzx(0), ..., x(7")] vorgegeben Die AktivierungerzumZeitpunktt sind

net(t) = ijioj(t) — 91

fur alle bis auf die EingabeneuronenDie Eingabeneuronekopiereneinfach die Elementeder
Sequenzindsetzerdiesesalsihre Aktivierungund Ausgabe Die AusgabederandererNeuronen
st

0i(t+1) = f(net(?)).
Man startetdabeibei einem Initialkontext y und betrachtetals Ausgabedes gesamteriNetzes
die AusgabegeeigneteNeuronendie sich nachEinlesender komplettenSequenderechnehat.
DieseskannmanalsdynamischeSystemsehendesserzustanddurchdenZustandderNeuronen
beschrieberist und dasseinenZustandje nachEingabeandert. Die Ubemgangsfunktiong von
einemZustandzum nachsterist durchein einschichtiges\etz beschriebenDie Ausgabeermibt
sichdurchProjektionaufdie Koeffizienten,die Ausgabeneuronettarstellen Formalberechneso
ein NetzalsoeineFunktion

hogy: (R™)*—=R

mit einer Funktion h, welchesdie Projektionauf die Ausgabenist, und g, welchesdurch ein
einschichtigedNetz gegebenist, und g,,, welchesdie durchdie Ubemgangsfunktiory induzierte
rekursve Abbildungauf Sequenzerst, die hierdurch(R™)* bezeichnetverdend.h.

() = v,
gy([zo, .. 2r]) = g(or, §y([70,. .., Tr_1]).

DerzweiteTeil derEingaberang, dersichdurchdie rekursvenVerbindungerergibt, wird haufig
durch zusatzlicheNeuronen die je die AusgabendesvorherigenSchrittskopieren,deutlich ge-
macht. Die so dagestelltenZellen heillenKontextzellen In dieserNotation bietetessich an,
komplexere Funktionenals g und ~ zuzulassendlie sich z.B. durchmehrschichtigéeedforward
Netzeberechnenassen.Tatsachlichist daskeine echteErweiterung,da komplexere Funktionen
in obiger Notation dadurchsimuliert werdenkdnnen,dafldman ein Time-Delayin der Eingabe
einfuhrt,d.h.bevor einneueMWertder Sequenzingelesenverdendarf, wartetmaneinigerekursi-
ve SchaltschrittewahrenddessetlasNetz einekomplexereUbeigangsfunktiorausrechnekann.
FormalfolgenalsoaufjedeechteEingabeeinigeDummy-Eingaben.

Nichtsdestotrotavird die NotationeinfacherwennkomplexereFunktionerny undh zugelassen
werden.In dieserNotationstellenJordannetzeden Spezial&ll dar, daf3s die Projektionauf die
erstem Koeffizientenist und g die Form

g: R — R (%, y1,¥2) = (U(x,¥1), Aiy1 + Aoy2)

mit einemNetz ! mit einerhiddenSchichthat. Haufigist \; = 0 und X, € [0,1[. In diesemFall
bedeutetlas,dalin y; zusatzlichzur Eingabex(¢) die exponentiellabfallendgewichteteHistorie
der nacheinemSchritt berechneteusgabero(t) + Mo(t — 1) + A?o(t — 2) ... zur Verfugung
steht. DieseSichtweisezeigt die mogliche BeschéankungdesAnsatzes:Etwa bei Zeitreihenpro-
gnosesind die gewiinschterAusgabemachjedemZeitschrittfestgelgt. Ein Jordannetzst dann
nur eineetwasumstndlicheArt, daszusatzlicheMerkmal deszeitlich gewichtetenKontexts zur
Verfugungzustellen.DasNetzhatwenigMoglichkeiten,sichstattdessedie relevantenMerkmale
derZeitreihein denKontextzellenzu merken.

Demg@eriberpropagiererclmannetzedie AktivierungereinerverbogenenSchichtzurick,
sodalRdasNetz selbsthtig die relevantelnformationextrahierenkann. Formalist ein EImannetz
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einrekurrentedNetzin obigerSchreibweisewo g undh je ein feedforward Netzohneverbogene
Schichtdarstellen.Die Ausgabernvon g und Eingabenvon h, quasidie verbogeneSchichtdes
Elmannetzesheschreibtlamit die vom Netz herauszufindenedustindedesentstehendedyna-
mischenSystems.

5.2 Trainingsverfahren

Eine Trainingsmengédestehtauseiner Anzahl von Pattern(x¢, y*), wobei jetzt die Eingabenx®
SequenzemeliebigerLangeseinkdnnen. Bei Zeitreihenprognosederder Simulationeinesdy-
namischersystemsst zusatzlichgegebendalidie Eingabesequenzémfangssiicke voneinander
darstellen,welche die Eingabenan das Systembis zum Zeitpunkt 1, bis zum Zeitpunkt2, ...
darstellenDer quadratisché&ehlereinesNetzesf,, kanngenawvie beifeedforward Netzenals

E= Z(yZ — fw(x

definiertwerden. In w sind die Gewichte des NetzesaufgesammeltBiase werdendurch On-
Neuronernsimuliert. Der Initialkontext y wird meistensnicht trainiert, sonderrz.B. als 0 festge-
legt. JenachFragestellungindunterschiedlich@rainingsmethodeadaquat:

e BackpropagationThroughTime (BPTT): Wir formulierendasVerfahrenfurr dieurspiing-
lich vorgeschlagen®ynamik. Analog zu BackpropagatiotkannmandenFehler E durch
Gradientenabstgeminimieren. Dazuberbtigt mandenGradientenV E. Dieserkannana-
log zu Backpropagatiomurcheine Vorwarts-und eine Rickwartswelleberechnetverden,
bedenktman folgendes: Fur jede einzelneSequenzx’ berechnesich die Ausgabedurch
T-facheKompositionder Netzfunktion f,, wennT die Langeder Sequenalarstellt. Ana-
log kann man ein feedforward Netz N betrachtengdassich durch T-fachesHintereinan-
derfangendes Ausgangsnetzed/(0) emibt. In diesemfeedforward Netz N, dasausT
identischenNetzen N (¢) bestehtkann mandie Ausgaberp; und Fehlertermey; im tten
NetzdurchnormalesBackpropagatioim N berechnenDie AbleitungdE /dw;; emibt sich
dann,daja dasGewicht w;; in jederKopie N(¢) vorkommt, als Summeiiberdie Produkte
dieserTerme.

Natirlich mu3bei einerkonkretenimplementatiomichtdasNetzT mal kopiertwerden es
reicht,die jeweiligenAktivierunger;(t) undFehlersignalé;(t) desitenNeuronsn je einer
zumNeurongelbrigenListe zu speichernEine besonder&ituationtritt weiterhinauf, falls
die Sequenzernfangssiicke voneinandesind, dadannfur die unterschiedlicheisequen-
zendie Aktivierungenund Fehlertermegrol3teilsiibereinstimmenalso nicht komplettneu

berechnetverdenmiissen.Fir eineSequenzx’, . .., x| ist dannder quadratisché-ehler
E =Y, E(t), mit
B(t) = 0 fallsim tten SchrittkeineAusgabeverlangtist,
0.5-|o(t) — y(¢)|* fallsim ttenSchrittdie Augabey(t) verlangtist.

E;(t) seidielineareDifferenzo;(t)—y; (t) fur dasjte Neuron fallsdiesesxistiert,undsonst
0. FaltetmandasNetz entsprechender Eingabesequenaus,erhalt maneinigeidentische
Kopien,wo jedesGewicht w;; an verschiedeneistellenidentischauftritt. Wir schreiben
w;;(t) fur dasGewicht an der t-ten Stelle desNetzes. Mochteman eine GroRe nachw;;
ableiten,so ergibt sich dasdurchdie Summetberdie Ableitungennachallenw;;(t) (Ket-
tenregel). Man erhalt also

OF oOnet(t)
E)w” - Z 8ww Z onet;(¢) 8w3t =2_SDo(t 1)
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mit denFehlersignalen

5,(t) = sgd(net;(t)) (E;(t)) t=T
’ sgd(net;(t)) (E;(t) + > wjrd(t + 1)) sonst

Der AufwanddesVerfahrengst fur SequenzederLangel vonderOrdnung?’W. Um die
Signaleo;(t) zu speichernperbtigt manfur jedesNeuronSpeicherplatZur eineListe der
LangeT'.

Jordan/Elmantraining: Bei Jordannetzestehtfir hinreichendguteNetzedie Aktivierung
derKontextzellenfest;ebensast bei EImannetzerzu erwarten,daf3sichdie Aktivierungder
KontextzellennachgerigendlangemTraining nicht mehr stark andert. Dieseskann man
alsAnlalBnehmensozutun, alsobdie AktivierungderKontexzellenkonstantseiund nicht
von den Gewichten abhangig. Gradientenabstgestopptalso, nachdemdie Fehlersignale
einmaldurchdasNetz g propagiertwordensind,ohneeineexplizite oderimplizite zeitliche
Entfaltungzu betrachten DiesesVerfahrenist zwar effizient, manberbtigt pro Musternur
O(W') Rechenschrittedie Korvergenzist abernicht gevahrleistetwennmanmit schlech-
ten Netzenstartet. Dahersollte manbei Jordannetzemvtl. sogenannte3eacherforcing
verwendend.h.in die Kontextzellennicht dentatsachlichprognostiziertensonderndenzu
prognostizierendeWert einsetzenBei EImantrainingsollitemanevtl. mit BPTT vortrainie-
ren,um die Kontextzellenzu stabilisieren.

Real Time recurrent Learning (RTRL): Fur sehrlangeSequenzemder Situationenwo
man online trainierenmuf3 und die maximaleLangeder Sequenz priori nicht weil3, ist
RTRL geeignet.Wir formulierendiesedr die urspiinglich definierteNetzdynamikrekur
renterNetze. Der Fehlerfur Eingabesequenzedie je Anfangssiicke voneinandedarstel-
len, setztsichzusammemus

E=) E()

wobei E(t) dendurchdennachdemtten ZeitschrittverlangtenNerty (¢) gegebenerehler
darstellt.Die AbleitungdE/ow;; eribt sichals) ,,(ox(t) — yk(t)) 0ok (t)/Ow;;. Esgilt

8ok(0)

8wij =0
und

aOk(t) —0

6wij

fur alle Eingabeneuroneh. Wegenoy(t + 1) = sgd ), wiko,(t)) emibt sichfur denRest
die Rekursionsgleichung

7aok(t+1):sgd(ne1}€( ((570Z +Z aol )

8’11},‘]'

die esermbglicht, mit dem Aufwand O(1W?) in den Gewichtendie Anderungzu berech-
nen. Obwohl langsamerls BPTT ist dieseVarianteinteressantgda sie eineonline Version
nahel@t: Die im Zeitschritt¢ induziertenAnderungerhangennur von den Ausgaberund
AnderungerdesvorigenZeitschrittsah Damit kannmansie auchsofortvornehmenphne
die Fehlersignalestarkzu andern,und also SequenzengerenLangea priori nicht bekannt
ist, trainieren.Der berdtigte SpeicherplathangtnichtvonT" ah
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e Kombination von RTRL und BPTT: Betrachtetmandie Dynamikin der Form A o gy,
dannliegt es nahe,den Gradienteninnerhalbvon g mit effizientem Backpropagatiorzu
berechnenpei Propagierunglurch die Zeitschritteabermithilfe von RTRL. Damit ware
derSpeicherplatzaufanddurch¥ beschankt,undderaufwendigeRTRL Schrittwarenur
nachjedemDurchlaufdurchg durchzufihren.Allgemeinerkannmanbei einemrekurrenten
Netz, dasfir eine Eingabeder LangeT trainiert werdensoll, den RTRL Schritt nur alle
h Schrittedurchiuhrenund dazwischerdie Fehlersignalelurch Backpropagatiom hrough
Time propagierenWir verwenderzur HerleitungwiederobigeNotation.

EsseiE;(t) derlineareFehlerdesNeurons; zumZeitpunktt, falls er existiert,und E(t1, t2)
der quadratischdé-ehlervom Zeitpunktt, bis zum Zeitpunktt,. Der Gesamtfehlerst also
E(0,T). Wie ebenbezeichneé/ow;;(t) die Ableitung nachderKopie desGewichtsw;; im
t-tenausgedltetenNetz. Esist

OE(0,ty+h) _ OB (0t) , 9B (to,to +h)
8wz~j B 8wij (‘3wij

bl

folglich kannmandie Berechnungler Ableitungenin Summandeiiberje h Schrittezerle-
genund,im online-Moduswennetwa die Maximallangeder Eingabenicht bekanntst, die
Anderungersofort nachjeweils h Schrittendurchfihren. Der zweite Summancemibt sich
als
OE(to,to +h) i OE(to, to + h) %‘ OE(to, to + h)
8wij - 8wij (’7') 8wi]‘ (T) ’

T7=1 T=to+1

d.h.erzerlgyt sichin Summanderdie sichauf Gewichtevor demaktuellenZeitschrittbezie-
henund daherRTRL-genaR vorwartspropagierniverdenmissenund Grof3en,die sich auf
dengeradebetrachteteBereichbezieherundanalogzu Backpropagatioberechnetverden
konnen.Genaueerhalt manfir die Summeliberr < ¢

OE(to, to "‘ h) OE (to, to + h) = Onet(to
T owi () O (t0) % (to)
; Owj (T onet(to) Z Qw;j (T Z k\*0 qz] 0)

undfarr >t ( )
OB (to,to+h)
T owg(n) 6;(T)oi(T — 1)

mit derBackpropagatio@hnlichberechneteGroRed, () =

OE(to,to +h) [ sgd(net,(t))Ex(t) fallst =t + h
onet(t) | sgd(net(t))(Ee(t) + > 0;(t + Dwy;) fallsto <t <to+h
und .
ki onet(t)

QZ] (t) - TZ:; awij(r)

Esist
25(0) =0
und
(to + 1) Z onet(to + h) N t"i:h onet,(to + h)
qZ] 0 aU)Z] awij (7’)

T=to+1
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ZZ onet,(to + h) onet(ty) N t"i” onet,(to + h) onet;(7)
ane'@ t() 6w”( ) vt aney(T) a’wij(’?')
_ onet, (to + h) foth onet,(ty + h)
= Z 8neﬁ (to) + _Z (9r1e—!‘7-(T)OZ(T_ 1).
T=to+1
Backpropagatioihnlichkannmanberechnen
l _

oney(r) ] sgd(nei())>,. 0T fallsh<7<ty+h.

™ onet, (T + 1)

Insgesamberechnemanalso zurachstin einerVorwartswelleo; fur die neuenh Schritte
(Aufwandhn?), in zwei Rickwartswelleniiberh Schrittedie GroRend, (t) und dnet (to +
h)/oney(r) (Aufwand hn? bzw. hn?), die von einem Block zum nachstenpropagierten
GrbBeanj (Aufwand n*) und letztendlichdie Anderungfiir die Fehlervom Zeitpunktt,
bist, + h durchdie anggebenerFormeln(Aufwandn?® + hn?). Diesesist aberinsgesamt
Uberh Schritteverteilt, sodaBmaneinenAufwandn? erhalt, wennh mindestenslieselbe
GroRenordnungvie n hat. Der Speicheraufandist durchdie Ordnungn® + hn beschankt,
insbesonderalsovon der Maximallangeeiner Sequenzainablangig,da mansich tiberdie
Schrittehinauslediglich die Gr'c')Beanj unddie letztenAusgabemerkenmuf3.

Alle beschriebeneYlerfahrenstol3eraufnumerisché&chwierigleiten,sobalddasProblemdersog.

long-term-dependenciesauftaucht.D.h. Bereicheder Eingabesequerizeeinflusserstark Berei-
che,die erstnacheinemlangenZeitraumfolgen. Um adaquateAnderungerzu bewirken, muten
die Ausgabendie weit zuriickliegendenStellenvermbge der Fehlersignalesrreichen. Betrach-
tet manin obigenFormelndie Fehlersignaledannfallt der Faktor sgd auf, derin jederSchicht
hinzukommt. DieserFaktorist im bestenFall 0.25, im schlimmstenFall sehrklein, so da3die
Fehlersignalenit zunehmendebistanzzwischenAusgabeundsie verursachenddtingabeexpo-
nentiellabnehmen.

5.3 Approximationseigenschaften

Esstellt sichauchbei partiell rekurrenterNetzendie Frage,ob siein geeignetenginneapproxi-
mationsurversellsind, d.h. jede GesetzraRigleit, die sie darstellensollen, mit einergeeigneten
Architektur auchdarstellerkonnen. Einfachist die Situation,soferneine FunktiondesFormates
h o g, mit stetigemh ung g approximiertwerdensoll, d.h. eine Funktionmit a priori rekursver
Gestalt. Dannkannmandie Funktionenh und g einzelndurchje ein feedfornard Netz H undG
aufKompaktabeliebiggutanréhern sodalRdie KompositionH o G*y aufgrunddergleichnaf3igen
Stetigleit auf Kompaktadie zu approximierendé&unktion o g, beliebiggutfur Sequenzeriner
Maximallang€l’ mit Eintragenin Kompaktaanrahert.EsreichteineverbogeneSchichtin G und
in H.

Schwierigerwird die Situation,falls beliebiglange Sequenzermder nicht a priori rekursve
Funktionenapproximiertwerdensollenoderman, etwa im Fall von endlichvielen Daten,obere
Schranlen fur die Anzahl der berdtigten Neuronenherleitenwill. Eine Funktion besitzteine
lokale Linearit at, falls die Funktionin der Umgelung von mindestensinemPunkt, etwa z,
stetigdifferenzierbarst unddie Ableitungin z, nichtverschwindet.

Satz5.1 Sei¥ C N endlidy, f : ¥* — R™ eineFunktionundz,, ..., z, € X*. Dannkannman
einrekurrentesNetzho g, findenmit ho g, (z;) = f(;) fr alles. h isteinNetzmit der Identitatals
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Aktivierungsfunktionn der Ausgabeund einer verboilgenenSdicht mit mn Neulonenmit einer
squashing-Aktivierungsfunktiory besitztkeine hidden Sdicht und nur ein Ausgabenewn mit
einerlokalenLinearitat.

Beweis: b seidie AnzahlderDezimalstellendie die Wertein > maximalberbtigen. Die Abbil-
dung
g: xR =R (z,2) = (z+2)-(0.1)°

induziertdie Abbildung g,, welcheeinfach nur die Dezimalstellender Eingabenerweitertum
fuhrendeNullen auf b StellenhintereinanderschreibBeginnt manmit einemKontext y, derkei-
nemWert aus entspricht,dannist also g, injektiv ausX*. g kannmit einemNeuronmit der
ldentitat berechnebdermit einerAktivierungsfunktioro mit lokalenLinearittwegen

o(zo + ex) — o(zo) ~
eo’(xo)

approximiertwerden. Die zusatzlichenlinearenTermekdnnendabeiin die Gewichte integriert
werden.Auf deninjektivenBildern der Eingabesequenzé@nndie geviinschteAusgabenmit ei-
nemfeedforward Netz aufgrundder schonnachg&iesenenApproximationseigenschaftesxakt
berechnetverden. O

Stammendie Eingabennicht auseinemendlichenAlphabet,sondernauseinemreellenVektor
raum, mufld maneinenDiskretisierungsschrittorschaltenda die Stelligkeit der Eingabea priori
unbeschinktist.

Satz5.2 Seif : (R)* — R™ eineFunktionundz,...,z, € (R)*. Dannkannmanein rekur
rentesNetzh o g, findenmit ko g,(z;) = f(x;) fur alle ¢. A ist ein Netzmit der Identitat als
Aktivierungsfunktionn der Ausgabeund einer verboilgenenSdicht mit mn Neulonenmit einer
squashing-Aktivierungsfunktion besitztein Ausgabenewnmit einerlokalenLinearitat undeine
hiddenSdicht mitn(n + 1) Neuonenmit einersquashingAktivierungsfunktion.

Beweis: Die Eingabesequenzamterscheidesichjeweilsin mindesteninerStellevoneinan-
der D.h. manfindet 2n Zahlen,so dal3,ersetztman alle bis auf diese2n Koefizientendurch
beliebigeZahlen,z; vonallenanderernx; verschiedemleibt, z, vonzs, ..., x, verschiedemleibt,
.... Insgesamkannmanalsoalle bis auf n(n + 1) Koefiizientenbeliebigersetzenphnedal3Se-
guenzendentischwerden. JeDimension: = 1, ..., [ werdendie jeweiligen Koefizienten,die
andieserStelle zu einerUnterscheidunglienen,aufgelistetund Zahlendt, .. ., bﬁu zwischenden
Wertengewahlt. Seig = max; n;. Die Abbildungp

! n;
(@1, @) = 14> ¢ H(z; — b))
i=1 j=1

bildet die Koeflizientenauf Wertein {1, ..., ¢'} ab,sodaRdieseseinerNotationzur Basisq der
Intervallindizes| — oo, b¢], [b}, b?], ... dereinzelnerKoefizientenentspricht.Die Abbildung

g1 (z,2) = (p(x) + 2) - (0,1) o8

induzierteineauf denEingabeninjektive Abbildung g,. H kanndurcheinesquashing-Funktion,
die Linearitat vermbgeeinerAktivierungmit lokaler Linearitat approximiertwerden.Ein feedfor
wardNetzh, dalR3dieverschiedeneBilder aufdie geviinschterAusgaberabbildet,verwlistandigt
die Interpolation. O
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DieseErgebnissdiefern obereSchrankenfur jedekonkreteTrainingssituationBeim Training ei-
nessigmoidenrekurrenterNetzesberbtigt manlediglich eine verbogeneSchichtim Teilnetz g
bzw. 2 mit groRenordnungsafigmaximaln? bzw. n Mustern. Fur symbolischeDatenkann g
sogarunablangigvon derkonkretenAufgabegewahltwerden,ein Neuronreichtdann.

Esist eine interessanté&rage,ob auchFunktionenals ganzesapproximiertwerdenkdnnen.
Dazu sei eine Funktion von Listen in einenreellenVektorraumdannund nur dannstetig bzw.
melbarwenn jede Einschankungauf SequenzeffiesterLangestetig bzw. melRbarist. MelRbar
bedeutethierbeiBorel-mel3bar Diese Eigenschafibesitztso gut wie jede (nicht kiinstlicheben
zumZwecke einesGegenbeispielgerdachteFunktion. Danngilt:

Satz5.3 SeiP einWahrscheinlichkeitsmafaufdenSequenze(®R’)*, f : (R*) — R™ meflbamund
e > 0. Danngibt eseinrekurentesNetzh o g, mit

P(z||hogy(z) — f(z)] >€) <e.

h und g besitzerje maximaleine hiddenSdicht einer squashingAktivierungbzw einer Aktivie-
rung mit lokaler Linearitat, die Kodierungsdimensioist 1. Die Ausgabeneuwmenbesitzerje eine
lokale Linearitat. Fur symbolisbe Datenkannmanh sagar ohnehiddenSdaicht wahlen.

Beweis: Die technischerDetails wurdenschongezeigt: Man kann namlich durch allgemeine
Uberlggungendas Problemauf einesvon quasiendlich vielen Eingabenreduzieren. Genauer:
LangeListen sind unwahrscheinlichdaherreicht es, f nur auf Listen beschéankter Langemit
Konfidenze/2 zuapproximierenMelbareAbbildungenaufdemR™ kannmanbeliebiggutdurch
stetigeAbbildungenapproximierendaherkannman f als stetigannehmenFernersindauchLi-
steneintagemit groasenKoeffizientenunwahrscheinlicrund miissermalsonicht weiter betrachtet
werden.Auf denverbleibendertingabenst f sogargleichmaligstetig,sodalimandie Eingabe-
bereichefiir die Koeffizientenin Intervalle einteilenkannmit folgenderEigenschaftKenntman
von jedemKoeffizientenlediglich die Intervallnummer dannkannmandie Ausgabevon f auf
demunsinteressierendeBereichbis aufe/2 bestimmen.

Damit ist die Aufgabe quasischongelost: Die Intervallgrenzenwerdenmit by, bs, ..., b,
aufsteigendlurchnummeriertDie Abbildungp

l n;
(@1, @) = 14> ¢ H(z; — b))
i=1 j=1

berechnetineeindeutigeRepisentatiorder Intenallindizes.Daherberechnetie durch
g: (2,2) = (p(z) + 2) - (0,1)!Moe 71

induzierteAbbildungeineRep#&asentatiorder gesamterSequenz.

Auf denso berechneterfendlichvielen) Wertenkann man jede gewiinschtenAusgabendie
bis auf ¢/2 festgelgt sind, erhalten. Die Funktion » berechnediese. Man beachtedalR / als
Approximation einer stetigenFunktion in der Maximumnormgesehenwerdenkann und also
leichte Stbrungder Eingabertoleriert. Die Identitatin ¢ kannmandurcheinelokale Linearitat
gleichmaRigapproximierendie PerzeptronaktierungkannaufRerhallyon Null durcheinesqua-
shingFunktiongleichmalRigapproximiertwerden. Fur geeignetéNVahl der Intervallgrenzerkann
manalsog, bisaufeineMengebeliebigkleinerWahrscheinlichkit beliebiggutauf denunsinter-
essierendeBereicherapproximieren. O

Bei feedforward Netzenwurde ein in gewisserWeisescharferesResultaterhalten,da Approxi-
mationin der Maximumnormerreichtwurde. Bei rekurrenterNetzenist diesesnicht moglich,
wenn
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e EingabesequenzepeliebigerLangeaus einem einelementigerAlphabetund eine unbe-
schiankteAusgabezugelassesind oder

e EingabesequenzdreliebigerLangeauseinemzweielementigelphabetund einebinare
Ausgabezugelassesindoder

e EingabesequenzdreschankterLangeauseinemreellenVektorraumund einereelle Aus-
gabe,abernur eine unablangig von der Maximallangebeschankte Kodierungsdimension
zugelassesind.

In allenFallenkannmanein nichtin derMaximumnormapproximierbare§&egenbeispiekonstru-
ieren[Hammer]. Allerdingsist Approximationin der Maximumnormbei unbeschiinkterKodie-
rungsdimensionind beschéankterLangetrivial moglich: Der rekurrentePart g schreibtlediglich
die Eingabersukzessie in einenVektorraumhoherDimension,d.h.transformiertdie Sequenzn
einenVektorderDimension= Eingabehnge derPart h hatdannlediglich nochdie Aufgabe eine
stetigeFunktion zwischenreellenVektoriaumenzu approximieren.Weiterhinist eine Approxi-
mationin der Maximumnormauf Sequenzemit Elementerauseinemeinelementigelphabet
undbeschankterAusgabemoglich— ein Fall, derfr die Praxisunerheblichist, derallerdingsdie
sogenannt&uperTuring-Universaliitvon rekurrenterNetzendemonstriertWir kommenhierauf
nochmalzuriick, wennwir rekurrenteNetzemit Turingmaschinenergleichenwerden.

5.4 Lernbarkeit

Auch hier soll zunachstdie VC- bzw. Pseudodimensioabgeschtzt werden. Sei dazudurch F
einerekurrenteArchitektur mit W Parametern N Neuronenund Aktivierungsfunktiono gege-
ben. Zunachstnehmenwir an,die Langeder Eingaberseidurchl” beschankt. Man kanneinige
AnderungervornehmenBiaseskdnnendurchOn-Neuronersimuliertwerdenebensdannein In-
itialkontext durcheinezusatzlicheEingabedimensiordie nur zu Beginn 1 undanschlie3end ist,
durchGewichteersetztverden.Eingabendie kirzeralsT sind,kannmanzu EingaberderLange
T mit dengleichenAusgabererweitern,indem mandie Sequenzdurch Nullen erganzt. Damit
erhaltenwir aberauchschonobereSchranken: Man kanneinfachdasrekurrenteNetz formal fur
die MaximallangeT aushltenund die VC bzw. Pseudodimensiodeszugelorigenfeedforward
Netzesabsclatzen. DiesesNetz hat NT' Neuronenund W verschiedenelVT teilweisegleiche
Geawichte. Dasergibt als Schranle fur die Dimension

O(WIn(T'N))  fallso linearist,

O(WTN Ind) falls o ein Polynomvom Gradd > 2 ist,
O(WTIn(WT)) fallsc =H,

O(W?2N?>T?) fallso = sgd

Man kanndurchein Abzahlagumentfir o = H zuder OrdnungW N + W In(WT') verbessern
[Koiran, Sontag]. Bemerlenswertist, daf3in allen Schranken nochdie Grof3eT” vorkommt. Das
besagtdal3fur beliebigeEingaberdie Schranknunendlichwerden.Als untereSchranlken erhalt
manjeweils durchkonkreteKonstruktionerfK oiran, Sontag,DasGuptaSontag]

QW In(T/W)) fallso linearist,
QWT) falls o ein Polynomvom Gradd > 2 ist,
QW In(WT)) fallso=H,
QWT) fallso = sgd
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Die SchranknsindalsonotwendigvonT" abhangig. Man behalt sogareine Abhangiglkeit von T,
wennmandie fat-shatterinddimensionstattder Pseudodimensioand beschénkteGewichte und
Eingabesequenzanit EintragenauseinembeschénktenAlphabetbetrachtet. Als unmittelbares
Korollarerralt manalso:

Korollar 5.4 Eine festerekurrente Architektur ist unter realistishbien Bedingungn nicht vertei-
lungsunabBngigPAC-lernbar

Man muf also genauetinsehen. Eine Mglichkeit bietetdie Uberdeckungszahtjie ja vertei-
lungsunabhngigePAC Lernbarleit charakterisiert.

Satz5.5 X seienSequenzemit Eintragenin R', X, seiendie Sequenzeder Maximallange t, 7
sei einerekurrente Architektur mit Ausgabenin [0, 1], P seiein Wahrsdheinlichkeitsmafauf X,
€,0 € [0, 1] undt sogewahlt, dalBp, = P(X;) > 1 — ¢/8. Danngilt

P™(x| sup |dp(f,9) — du(f,9,%)| > €) <6
fr9€F

1 1 1.1

falls d; = VC(F|X;) or PS(F|X;) endlichist. Istd; = fat, 5,,(F|X:) endlich, gilt dasauch fur

1 1 AN

Beweis: Mankanndie AbweichungdestatsaichlicherundempirischerfFehlersabsclatzendurch

Pm(x € Xm | Supf,gef|dP(fvg) - sz(fag7x)| > 6)
< P™(x € X™| maximalm(1l — e/4) Eintragein x sindin X;)

+Ptm’(x € Xgn’ ‘ SuP¢ ger |dPt(f‘Xtag‘Xt) - sz'(fagaxﬂ > 6/8)

far

wobei P; die von P auf X; induzierteWahrescheinlichéit ist, m’ = m(1 — ¢/4). Diesesgilt, da
dp von dp, maximal3e/8 abweicht. Falls ein Bruchteile/4 in x gestricherwird, &ndertsichd,,
um maximale/2. Die Tschebyche-Ungleichunghilft, denerstenTermdurch

64pt(1 - pt)
me?

abzuschtzen.Wie wir schongesehemabenkannmandenzweitenTermdurch
2Ept2m’ (2N(€/1287 f|X’ &Qm,)2)e_m’€2/2048

beschanken. Die empirischeUberdeckungszaligt durch

12e. 512e\%
2<5—ln5 >

€ €

mit d; = PS(F|X;) bzw. VC(F|X;) oder

9. 2562m/ d¢ In(512 em’ /(d¢e))
:(255)

€
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mit d; = fat, 5;,(F|X:) beschankt. Der gesamteAusdruckist maximals fur

2 - 64p.(1 — 4-204 4 12 12
mzmax{ 64p(1 — p1) 08<ln—+dtlg<5—eln5 e))}

€20 T 3e? ) 3e 3¢
bzw.
2-64ps(1 — - 204 4 8-204 12 2 - 2562
m > max 64pi( pt)’8 0 8111—,78 0 8dtln plze -In 56 ,
€20 3e2 ) €2 i€ €2

16 - 2048 512e 2 - 2562 16 - 2048 512e 2 - 2562

d; [ In +1In ‘In{ ————d; {In + In ,

€2 die €2 €2 die €2

2. 9204 2.9204 2
7 2o 4, (ln (7 20 8dt)> }
€ €

Folglich kannmanGeneralisierungarantierensoferndie Wahrscheinlichkit langerSequenzea
priori beschanktwerdenkann.Genauer:

O

Korollar 5.6 F seieinefesterekurrenteArchitektur X,; seiendie Eingabesequenzeter Maxi-
mallanget. P seieinWahrsdeinlichkeitsmaflaufdenEingabenz seisogewahlt, dalRP(X\ X;) <
¢/8. Dannist fur jedenLernalgorithmush die Ungleichung

P (x| sup |dp(f, bn (X, ) = din(f, (%, [),%)| > €) <6

gultig, falls die Anzahlder Beispielegenmal3 demobigen Satzgewahlt wurde Die Anzahlist poly-
nomiellin 1/e und 1/ falls P(X;) vonder Ordnungl — d;”* firr ein 3 > 0 undd, = VC(F|X,)
bzw PS(F|X;) bzw fat, 5,5(F|X) ist.

Beweis: Die SchrankenergebensichunmittelbarausobigemSatz. Sie sind polynomiellin 1 /¢
und1/¢ falls die VC, Pseudo-pderfat shatteringDimensionpolynomiellin 1 /e und1/4 ist. Die
BedingungP (X\ X;) < ¢/8 fuhrtdannzu obigenUngleichungen. O

Alsoistzumindestlie UCED Eigenschafsichegestellt,undexplizite, vonderVerteilungabhangi-
ge Schranken fur die Generalisierungxistieren. Die Anzahlder Beispiele,die fur adaquateGe-
neralisierungerdtigt werden kannallerdingsauchmehrals exponentiellin 1 /e wachsensofern
lange Sequenzemine zu grolReWahrscheinlichkit besitzen. Man kann hier explizite Beispiele
konstruieren.

5.5 Komplexitat

Da das Training von rekurrentenNetzenals Spezialall das Training von feedforward Netzen
enthalt, wennman nur Sequenzemler Langel betrachtetjst dasTraining mindestengjenauso
schwierig. Man erhalt alsobei der Perzeptronakiierungin analogerSituationend.h. bei vari-
ierenderEingabedimensioder variierenderAnzahl Neuronenin den erstenzwei verbogenen
SchichterNP-schwierigeSituationen.

Esstelltsichzusatzlichdie Frage wie sichdasTrainingfesterArchitekturenverhalt. Diesedgst
evtl. schwierigerals dasTraining festerfeedforward Architekturen,daja einezusatzlicheGrolie,
die Eingabefingevon Sequenzeruftritt. Die Situationerweistsichauchhier alsgutartig:
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Satz5.7 Seieine festerekurrente Architektur mit der Perzeptonaktivierungsfunktiorgegeben.
Gayebeneine Trainingsmeng, kannmanin polynomiellerZeit entsteiden,ob es Gewichte flr
die Architekturgibt, sodaRdasentstehenddletzdie Datenkorrektabbildet.

Beweis: Falls eineLosungexistiert, danngibt esaucheine Losung,so dal3keine Aktivierung
exaktNull ist, evtl. misserdie BiasedeichtgeandertwerdenundalsoaucheineLdasungsodald
die Aktivierungenbetragsmflig mindestend sind, evtl. miissendie Gewichte skaliertwerden.
BetrachtetnanjedesNeuronin derArchitektureinzeln,dannist seinVerhalterdurchGleichungen

wix — 0> 1oderwix — 6 < —1

bestimmt,wobeije nachGewichtenw nur einigeder Gleichungererfullt sindundsichx ausden

Eingaberemgibt. Genauekannx ausdenKoefizientenderEingabesequenzemddenmoglichen

Ausgabender Vorgangerneuronebestimmtwerden. Es stehtalso zur Bestimmunggeeigneter
Geawichte eine Anzahl von Ungleichungereur Debatte,die polynomiell in der Eingabeist (fur

denAnteil anx, derdurchKoefizientender Eingabebestimmtist), allerdingsexponentiellin den

Architekturparameteriffir den Anteil an x, der von denVorgangerneuronestammt,daskann

ein beliebigerbinarerVektorgeeignetestelligkeit sein). Sofernmanbestimmthat, welchedieser
Ungleichungergelten,kannmanin polynomiellerZeit nachrechnengb sich fur alle Eingaben
einekorrekteAusgabesgibt.

Fur jedemogliche Auswahl von Ungleichungendie gelten,gibt esmaximall¥ = Anzahlder
ParameteilUngleichungenfir die exakte Gleichheitgilt und die die Gewichte eindeutigbestim-
men.Damitkannmanalle mdglichenAuswahlenerhaltenjndemmanmaximall¥ Ungleichungen
auswahltunddaszugelorigelineareGleichungssystenost,um die Gewichte zu erhalten.Es gibt
maximal (V(f,) G = Anzahlder UngleichungersolcheWahlen. Dasist exponentiellin W, aber
polynomiellin G unddamitauchpolynomiellin der Gro3eder Trainingsmenge.

Der gesamtélgorithmusergibt sichals: Aufstellenaller moglichenUngleichungenk-ur jede
Auswahlvon W derUngleichungen:LosendeszugeldrigenGleichungssystemsnd Testen,ob
dassichsoergebenddV alle Eingaberkorrektabbildet.Dasist polynomiellin der Darstellungs-
groReder Trainingsmengeallerdingsexponentiellin denArchitekturparametern. O

5.6 Automatenund Turingmaschinen

EinenHinweis auf die Machtigleit von rekurrenterNetzenerhalt mandurchden Vergleich mit
klassischerFormalismen:TuringmaschinenDurch dasEinfugenvon Rekurrenzst esmoglich,
RechnungerbeliebigerLangedurchzutihren. Zunachstwollen wir abereinennaheligenderen
Zusammenhangntersuchendenjenigenzu endlichenAutomaten. Er bietet vom praktischen
Standpunkausgesehemie Moglichkeit, leicht RegelWwissenzu integrieren,indemmannicht mit
einem beliebigenNetz startet,sondernmit einemNetz, dasbekannteAutomatenrgeln bereits
implementiert.

Definition 5.8 Ein endlicher Automat ist ein Tupel A = (3, Z, s, f,d) von Eingabesymbolen
Y ={a,...,a,}, ZustndenZ = {z,..., 7}, einemStartzustand € Z, einemEndzustand
f € Z und einer Ubemangsfunktiony : ¥ x Z — Z. RekusivesAnwendenvon § auf eine
Eingabesequenaus * mit Startzustands definierteine Funktiond, : ©* — Z. Die von 4
erzeugteSpracheist die Menge

L(A) ={z X" |4 = f}.
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Y* bezeichnetlabeiWaorter beliebigerLangemit Elementerausy.. Die Schreibweisaleutet
schoman,dal’die DynamikeinespartiellrekurrenterNetzesdie Dynamikvon Automatenmitieren
kann.Man findetfolgendesResultat:

Satz5.9 Sei f einesquashingrunktion. Dann kannmanfur jedenendlichen AutomatenA ein
rekurrentesNetzh o g, finden,dasA simuliert.

Beweis: O.B.d.A.nehmerwir lim, o, f(z) = 1,lim,_, _ f(x) = 0 an.Vor einemBeweismuf}
gesagierden,was,simulieren bedeutetWir kodierendie Buchstaberm; unarin R™. Zu einem
Wort w bezeichner denCodein (R*)*. Fir vorgegebenes wollen wir dannein Netzfinden,so

daid
>1—¢ fallswe L(A)

oo gy(w) { <e fallsw ¢ L(A)
gilt.
Wir betrachterzuréchstdie Perzeptronaktierung. Seiz = |Z|. Zustindewerdenunarin R?
kodiert. Die Funktion

g R"xXR - R (x,2) — (\/?il(x =€, Nz=¢j,));

mit dem sten Einheits\ektor €, n; = Anzahl der Paare(a;,,, z;,,) mit 6(a;, ,q;,) = z; und
(ji1» Jin) allenindizessolcherPaareberechnetlie kodierteUbeigangsfunktions. Man kanndiese
mit einemNetzmit einerhiddenSchichtundderPerzeptronak#ierungimplementierenh alsdie
Projektionauf die ite Komponentesofernz; derFinalzustandst, verwlistandigtdie Simulation.

Falls maneinesquashind-unktion f betrachtetdanngibt esZahlenk; und K5 mit
flz)>09 Vr>K;, f(r)<01/z Vz<K,.

Die Gewichte in obiger Simulationkdnnenso gewvahlt werden,daldie Aktivierungfir die hid-
den Schichtin g mindestend).5 bzw. maximal —0.5 betiagt. Tauschtman die binarwertigen,
die ZustandereprasentierendekingaberdurchEingaberaus,die mindestenslie Aktivierung0.9
bzw. maximaldie Aktivierung0.1/z habensoemibt sichfur die verbogenenNeuronerdie Min-
destaktvierung0.4 bzw. Maximalaktvierung—0.4, beihinreichendeBkalierungalsodie Mindest-
aktivierung K; bzw. Maximalaktvierung K,, welchezu Ausgaberdie > 0.9 bzw < 0.1/z sind,
fuhren.Analogerhalt manfur die Ausgabeschichton g beiunarenEingaberdie Werte> 0.5 oder
< —0.5, beibisauf 0.9 bzw. 0.1/z approximierterAusgaberdie Aktivierung> 0.4 bzw. —0.4,
beihinreichendefkalierungalso< K, bzw > K. Dieseserlaubt,in g die Aktivierungsfunktion
durchf zuersetzenphnedie Ausgabersehrzu andern EineanalogeArgumentatiorgilt fur 4. O

Insbesonderkannmandieseexplizite KonstruktiondazubenutzenAutomatenrgelnin einrekur
rentedNetzzukodieren.Zutrainierende/ariablititatwird etwadurchdasBereitstellerzusatzlicher
NeuronenderenGewichtemit kleinenZufallszahlennitialisiert sind,ermdglicht. Im allgemeinen
wird wahrenddesTrainingsdie fur denMenscherinterpretierbarétrukturals endlicherAutomat
verlorengehendie Aktivierungemicht unare Form haben.Dieseskannmanbedingterzwingen,
indemz.B. die SoftmaxAktivierungverwandtwird oderein PenaltyTerm A(>" z; — 1)? zur Feh-
lerfunktion addiertwird. Damit summierersich die Ausgabenvon g tendentiellzu 1, sodal3die
Dynamikals (evtl. probabilistischerpAutomatinterpretiertwerdenkann.

Die Rekurrenzermiglicht es,so etwaswie Rechnungemit einemrekurrenteriNetz beliebig
langerZeitdauerzu definieren:DasNetzrechnetauf seineninternenZustandenjndemesg rekur
siveaufeine(evtl. leere)EingabeanwendetDurchdie AktivierungeinesNeuronswird angezeigt,
obdie Rechnungschonzu Endegefuhrtwurde. SobalddasderFall ist, kanndie Ausgabén einem
spezifizierterNeurongeleserwerden.Formal(fir ein Alphabet: sindX* die WorterderLanmge
> 1):
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Definition 5.10 Ein rekurrentesNetz berechnet eine (evtl. partielle) Funktion f : {0,1}* —
{0,1} auf online Eingaben falls dasNetzeine Funktionk o g, : (R?)* — R? mit folgenden
Eigenstaftenberedchnet:

e Fiir jedesWort w € {0,1}, wo f(w) definiertist, gibt esein¢ € N, die Berechnungszeit
mithogy([(wb 1)a (wQ’ 1)’ Tt (wm 1)a (Oa O)a SRR (Oa 0)]) = (f(w): 1) UnderJEdeSkUrzele

(N S

tFnraI
Prafix dieserEingabesequenter Lange > |w| gibt dasNetz(0, 0) aus.

e Falls f(w) nicht definiertist, ist & o gy ([(w1, 1), (w2, 1), ..., (ws, 1), (0,0),...,(0,0)]) =

"
tmal

(0,0) furallet € N.

Das heil3t, es gibt jeweils zwei ausgezeichnetEin- und AusgabeneuronenJe einsvon diesen
beeinhaltetie Ein- bzw. Ausgabedatersoferneswelchegibt. Dasjeweils anderegibt durchden
Wert 1 an, dalRzur Zeit Datenvorliegen,durchdenWert 0, dal3zur Zeit keine Datenvorliegen.
Sowird esdemNetz ermoglicht, prinzipiell unendlichlangezu rechnen Eine Alternative ist, die
Eingabenicht einzulesensondernn die Aktivierungeinesausgezeichnetedeuronszu kodieren.
Dazuwird eineFunktionKodierungsfunktion: : {0,1}* — R spezifiziertdie injektiv undleicht
zu berechnerseinsollte. Die Eingaberkonnendannvermbgec in die AktivierungeinesNeurons
kodiertwerden.EineRechnunderdtigt dannkeinezusatzlichenEingabermehr umevtl. beliebig
viel Zeit fur die Rechnungzur Verflgungzu stellen,erhalt dasNetzalsEingabeeineevtl. beliebig
langeSequenanit leerenEingabengdie durchT notiertwerden.

Definition 5.11 f : {0,1}* — {0, 1} wird durch einrekurrentesNetzoffline berechnet falls ein
rekurentesNetzh o g _ ) existiert, wo der ersteKoefizientdesinitialen Kontextesfrei ist, sodald
dasFolgendegilt:

e Furjedeswortw € {0,1}", sodaB f(w) definiertist, gibt eseint € N mit

hog(c(w),Y)( T, T ) = (f(w)7 1)

tmal
undfur jedeskirzese Prafix dieserEingabeist A o §(.(w)y) = (0, 0).
e \\ennf(w) nicht definiertist, ist

hog(c(w)zﬂ( T, T ) = (an)

tmal
fur jedest € N.

Ein klassischefFormalismus,der spezifiziert,was berechenbaist, sind Turingmaschinen.Um
Rechnungeruf Worternaus{0, 1} durchzufihren,werdendieseauf ein unendliche8Bandge-
schrieberundstartendaneinerdefiniertenPositionin einemdefiniertenZustandverarbeitetDie-
sesgeschiehtjndem sukzessie dasjeweils aktuelleZeichengelesenwird und je nachZustand
undgelesenenZeichendieseggeandert eineStellenachlinks oderrechtsgegangerundein neuer
Zustandangenommewird. Sobaldein Finalzustandingenommerst, wird die Rechnungeendet
undje nachFinalzustanceinel oder0 ausggeben Dieseskannformal definiertwerden:

Definition 5.12 Eine Turingmaschine ist ein Tupel T = (Q, %, T, 4, qo, F) mit folgendenBe-
standteilen:
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e () isteineendliche Menge vonZeichen,dasAlphabetder Zustande,

Y ist eineendliche Menge von Zeichenmit O ¢ 33, dasAlphabetder Eingabezeichenin
unseemFall bestehdiesesaus{0, 1},

' ist eineendliche Menge von Zeichenmit X C I' undO € I', dasAlphabetder Bandzei-
chen in unseemFall ist diesesmmer{0, 1, O},

§:QxTI — Q@ xT x {L, R, S} isteinetotale Funktion,die Ubergangsfunktion,

go € @ istder Startzustand,

e F' C @ sinddie Endzustande in unseemFall immer{y, n}.

EineRechnungsiehtjetzt wie folgt aus:Man startetmit einemBand,auf dendaszu verarbeitende
Wortw € {0,1}* geschriebeist. Man startetim Zustand; = ¢, unddie aktuelleLesepositiorist
dasrechtesteZeichendesEingabevortes,dasZeichensei z. Jenachder Ausgabevon (g, z) =
(¢, 2, B) schreibtmandasZeicheng' andie aktuelleStelle,gehtin denZustandz’ und bewegt
die aktuellePositionum einesnachlinks, falls B = L ist, um einesnachrechtsfalls B = R ist,
oderbleibt stehen.Sobaldeinerder Zustindey odern erreichtist, terminiertdie Rechnungund
eswird beiy die Zahl 1, sonst0 ausggeben.Entsprechendberechnetine Turingmaschinesine
partielleFunktion f : {0,1}* — {0, 1}, die zu einemWort obigenWert 0 oder1 ausgibt,sofern
die Rechnungerminiert.

Satz5.13 Man kannTuringmas&inendurch rekurrenteNetzemit der semilineaen Aktivierungs-
funktionsimulieen. Folglich kannjededurch eineTuringmastineberedenbae Funktion f durch
einrekurrentesNetzonlineundoffline berechnetwerden.

Beweis: EinedetailierteAusfuhrungwird schnellsehrtechnisch.Dahersollenhier nur die we-
sentlicherideenskizziertwerden:Die semilineard=unktionberechnet

1 z>1
lin(z) =¢ =z 0<z<1
0 <0

DieseFunktionhat den Vorteil, da3sie im Bereich|0, 1] der Identitat entspricht,au3erhalleine
Perzeptronaktierungdarstellt. Man kannalso sovohl lineareBerechnungerls auchbeliebige
BoolescheVerknipfungenrealisieren.Gegebeneine Eingabew € {0,1}*, wird diesein einem
Netz als Zahl 37(2 + 2 - w;)10/*I=*=! kodiert. Die Funktion (z,y) — 2(z + 1)/10 induziert
dieseKodierungundist mit einemNetzmit dersemilinearerkti vierungberechenbar’uf offline
Eingaberkannmandie Kodierunge entsprechendiahlen.

DasNetzsimuliertjetzt folgendermalReaineTuringmaschineDie AktivierungzweierNeuro-
nenrepasentiertlenaktuellenBandzustandiaseineNeuronrepiasentiertiabeials } w; 10~ die
Halfte links startendvon der aktuellenPositionmit (von rechtsgelesen)u,, wo, ... entsprechen-
denBuchstabendaszweite Neuronreptasentiertanalogdie Halfte rechtsvon der Leseposition
(von links gelesen) Der aktuelleZustandwird unar in der Anzahlder Zustandevielen Neuronen
kodiert. JenachZustand(kanndurchein Perzeptronnetgetestetverden)und aktuellemZeichen
(kanngetestetverden,indem getestewird, in welchemder Intervalle [0, 0.2[, [0.2,0.6], [0.6, 1]
die derlinkenBandtalfte entsprechendesahl liegt) muRderneueZustandoerechnetderaktuel-
le Wert iberschriebennddie aktuellePositionangenommewerden.Ersteresvird durchendlich
viele Vergleichein einemPerzeptronnetermoglicht. Den aktuellenZustandiberschreibekann
man, indemder Wert desder linken Halfte entsprechendeNeuronsmit 10 multipliziert und je
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Abbildung1: Kombinationvon squashindg-unktionerzu g mit g(1;) > U; ;.

nachAktivierungin [0, 2|, [2, 6] oder[6, 10[ die Zahl 0, 2 oder6 subtrahiertwird, anstattdessen
entsprechender neueWert 0 (fur dasSymbolO), 2 (fur dasSymbol0) oder6 (fur dasSymbol
1) addiertwird. Der so erhalteneWert wird mit 1/10 multipliziert. Gehtman nachjetzt noch
nachrechtsoderlinks, dannmuf3die ersteNachlommastellalesentsprechendetierdasBandre-
prasentierendeNeuronerzumandererNeuronverschobenverden.Dasgehtanalog,indemman
die ersteStelledereinenAktivierungpoptunddenberechnetelVert zur Aktivierungdesanderen
Neuronsdazuahlt. O

Allerdings konnenrekurrenteNetzedadurch,daf3sie zumindestheoretischmit unendlicherGe-
nauigleit auf irrationalenZahlenarbeitenkdonnen,mehr berechnerals Turingmaschinen.Laft
manihnenbeliebigviel Zeit, kanntatsachlichjedeFunktionberechnetverden.

Satz5.14 RekurentesigmoideNetzekonnenjedeFunktion f : {0,1}* — {0, 1} offline berech-
nen.

Beweis: Essoll wiedernurdie Ideeskizziertwerden.Einestetigesquashind-unktionkannman
solinearzu g kombinierendaf3(evtl. nachVerschiebing) dasBild derIntervalle I; = [0.1.0.2],
I, = [0.45,0.55] und I3 = [0.8,0.9] je I N I, N I3 enthalt (sieheSkizze).Gibt maneinebeliebige
Folgevonintenallen’;,, ..., I;, vor, dannkannmaneinengeeigneterstart\ektory findenmit

G(TH e, Vji<n.

Dadie Mengeder moglicheny jeweils kompaktist, findetmanaucheinengeeigneterstartwerty
wennmaneineFolgevon unendlichvielenIntervallen I; vorgibt.
Startetmanmit deminitialkontext ¢(z) = 3~ i %2 +1 danninduziertg’ : z — 3z die Funktion

Gl (19) = 3 Zsnt o1

Die Identitat kanndurchdie Sigmoideso gut approximiertwerden,dal3,ersetztmandie lineare
Aktivierungin ¢’ durchdie Identitat,immernoch

< 0.15 fallsn <), 22t
Gy (T, TR €10.2,04] fallsn =Y, 2,2,
> 0.7 fallsn > )", z;2!

nmal

gilt, wie manrekursv nachrechnekann.
Berechnemansimultang, mit Ausgabeo, fur einy ensprechend; mit

1 f(i)=0
i=4 2 f(i)t
3 f(i)=1
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undg;,, mit Ausgabep, undschlief3tdie BoolescherTests
(01 >0.9) Aoy €]0.2,0.4]

fur die Ausgabeund
((01 > 09) V (01 < 01)) Nog € ]02, 04[

fur dasNeuron,dasangibt,ob die Rechnungschonbeendetst, an,dannberechnetiiesedNetzdie
Funktion f. O

6 RekurrenteNetze

Voll rekurrenteNetzekdnnenstartendson einemAnfangszustandichmithilfe derschondefinier

ten synchroneroderasynchronerschaltdynamikiiberdie Zeit hin entwickeln. Als solchessind
sieinteressantsofernPranomeneavie Gedachtnis,spontaneg\ssoziieren, .. modelliertwerden
sollen. Um sie allerdingskonkret zur Funktionsapproximatiomder Assoziationverwenderzu

konnen,musserwir ihneneine globaleFunktionsweiseuschreiben.Da die Anzahl der Schalt-
schrittewederwie bei feedforward Netzendurchdie Verknipfungsstrukturnochwie bei partiell

rekurrenterNetzendurchdie LangederEingabesequenorgegebenst, miisserwir unshieretwas
einfallenlassen.

6.1 Hopfieldnetze

Hopfieldnetzestelleneinen1982von Hopfield vorgeschlageneBpezialéll dar, der sichdadurch
auszeichnetdal3die Dynamik sich immer irgendwann stabilisiert,als kanonischeAusgabevert
zu einer Eingabealso der irgendvann (asymptotischoder tatsachlich) erreichtestabile Zustand
dienenkann.

Definition 6.1 Ein Hopfieldnetz ist ein rekurrentesNetz(N, —,w,0,f. I, O) mit N = I = O,
der Perzeptonaktivierungsfunktiorf = H undw;; = wj; fur alle 4, j, w; > 0 fur alle <.

BezeichnetV die Gewichtsmatrix,so ist diesealso symmetrischbzgl. der Diagonalenund die

EintrageaufderDiagonalersind positv. Diesesst essentielldamitwir jetzt einedurchdasNetz

berechnet&unktiondefinierenkdnnen.Wir betrachterzurachsteineasynchroné&chaltdynamik.
Bei diesernehmenwir im Folgenderan, dal3jedesNeuron,dasaufgrundseinerAktivierungden
Zustandandernwirde,in irgendeinenSchaltschrituchausgesuchwird. Dasist etwa der Fall,

soferndie Neuronenn einerfestenReihenfolgebetrachtetverdenoderje ausdenNeuronermit

gleicherWahrscheinlichkit einesausgesuchuird.

Ein Zustando heil3tstabil, falls kein NeuronseinenwWert anderrkann,d.h.

0; = H (Z W;;05 — 01> Vi.
J

Um auchhier die Rechnungerzu vereinfaichen,sind alle Biase durch On-Neuronerrealisiert.
[Falls mansich daranstort, dalRdasOn-Neuronja seinenWert andernkdnntein der gegebenen
Schaltdynamikyersiehtesmit einemhinreichendgrol3enGewicht zu sichselbst.]Zu einemHop-

fieldnetzmit Zustando definierenwir die Energiefunktion

1 1
E(O) = —5 Zoiwijoj = —§OtWO.
(%]
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Die Minima der Enegiefunktionentsprecheim gewisserWeisestabilenZustaindendesHopfield-
netzeswie wir gleichsehenwerden.

Satz6.2 Beiasyntironer Shaltdynamikwie obenbestiriebensdaltetdasHopfieldnetaei be-
liebigemStartzustana in einenstabilenZustand.

Beweis: Da jedesNeuron,dasseinenZustandandernkdonnte,auchirgendvwanngewahlt wird,

konnenwir die Schaltdynamikderartverkiirzen,daf3in jedem Schritt ein NeuronseinenWert

andert,es seidenn,ein stabilerZustandist erreicht. Im Schritt¢ habedasNeuron: geschaltet.
Ao = o(t + 1) — o(t) seiderVektor, derdie Anderungangibtundalsonur ander Stellei eine1

oder—1 besitzt,sonstNull ist. Man kannnachrechnen:

E(o(t+1)) — E(o(t)) = —io(t+1)'Wo(t+1)+ to(t)'Wo(t)
= l( (t) + Do) W (o ()+A0) +30(t)'Wo(t)
= —10(t)'Wo(t) — $Ao'Wo(t) — 3A0'W Ao + So(t) Wol(t)
= —Ao; w;;04(t —lwiiAof

> wiios(t) =3 waldol

net;(¢) 20

Esist Ao;net(t) > 0, daherist obigerTerm < 0; 0 kannnur dannauftreten wenndasNeuroni
von 0 auf1 geschaltehat,dennnur dannkannnet = 0 gelten.

DasbedeutetiberFolgendesin jedemSchrittnimmt die Enegie ah Siewird maximaldann
nichtechtkleiner, wennein Neuronvon 0 nachl geschaltehat. Daesnur endlichviele Zustnde
gibt, ist die Enegie nachuntenbeschénkt. Eskdnnenjeweils nur endlichviele Wertevon 0 nach
1 schaltenDahermul3irgendvwannein stabilerZustanderreichtsein. O

Diesesermbglicht esuns, einemHopfieldnetzeine Funktionalitit zuzuordnen Fur ein Hopfield-
netz sei ordnenwir einemWert o in {0,1}/¥ denWertin {0,1}/"! zu, der startendvon o als
stabilerZustanderreichtwird. Diesesist eineZuordnungdie von derjeweiligen Schaltreihenfol-
geabhangt,dennvon einemStartvektorausgehendst esdurchausnoglich, zumehralsnur einem
stabilenZustandzu gelangen.

Alternativ kannmannaitirlich dasErgebnisuntersynchronetSchaltdynamikbetrachtend.h.
in jedemSchrittist o;(t + 1) = H(net(¢)) mit der PerzeptronaktierungH. Das Ergebnisist
deterministischallerdingsist nicht gewahrleistet,dal3 ein stabiler Zustanderreichtwird. Man
kannzyklen bekommen etwa dasNetz

schaltetden Zyklus (1,1) — (0,0) — (1,1) — .... Auch wennein stabilerZustanderreicht
wird, brauchtdiesernicht mit einemder mit asynchroneDynamik erreichbarerubereinzustim-
men. Setztmanin obigemNetz die Verbindungw;, = —2, w; = 1 unddie Biaseauf 0.5, dann

schaltetsynchroneDynamikvon (1, 1) in denstabilenZustand(0, 0), asynchronédynamik aber
je nachgewahltemNeuronin (1, 0) oder(0, 1). Man kannzeigendafdie Zyklen beisynchronem
Schaltemicht beliebiglangwerdenkonnen.

Satz6.3 BeisyndironemSdhalteneinesHopfieldnetzegibt esmaximalSdaltzyklerder Lange 2.

Beweis: Betrachtezu einemNetz mit NeuronenN dasdoppeltsogrofieNetz mit NeuronenV
undN’. Die Verbindungemm neuerNetzsind0 fur Verbindungerinnerhalbvon N oderinnerhalb
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von N’ und w;; fur Verbindungem; — n’; undn; — n;. Istin IV ein synchroneiSchaltschritt
o(t) — o(t+1) anzutrefen,dannkanndiesetin folgendemSinneim doppeltsogroRerNetzdurch
asynchroneSchaltersimuliertwerden:Die Aktivierungenwerdenmit Tupeln(o, o') bezeichnet,
die sichaufdie AktivierungdereinenHalfte N bzw. derandererHalfte N’ beziehenStartetman
mit (o(¢), 0), dannist die Aktivierungnet(t) dieselbewvie net(¢) im Originalnetz.DieseTatsache
wird nicht geandert,sofernein Neuronin N’ schaltet,da ja keine Verbindungeninnerhalb N’
liegen. Schaltetmanalsoder Reihenachdie Neuronenn N’, dannerhéalt mannach|N| Schritten
mit asynchronen$chalterdenZustand(o(t), o(t + 1)).

Wir nehmerjetztan,esgebeeinenZykluso; — oy — ... — o, mitn > 2fur N. Dieserfuhrt
im groieremNetzundasynchronenschaltemmit speziellerReihenfolgezu denAktivierungen

(01,0) — (01702) — (03,02) R (01702)

im vergroRertenNetz, wobei jedesmal| N | asynchroneSchaltschrittezusammengefit wurden.
(Istn ungeradesomufRmanzweimaldurchalle o; schaltendamanzurachstnur die vertauschte
Reihenfolggo,, o) erhalt.) Furn > 2 warediesesberein Zyklus, derbeiasynchronenschalten
ja nichtauftreterkann. O

Allerdings sind die stabilenZustnde die bei synchronermund asynchronenschaltenexistieren,
identisch dennsiesindin beidenFallendurchdie Eigenschaft

Vi o, = H(net)

charakterisiertSindalle Verbindungenw;; = 0, dannsinddie stabilenZustandeeinesHopfieldnet-
zesgenaudie Enegieminimamit einermaximalenAnzahlan1, wie mansichwie folgt klarmacht:
In einemEnegieminimummit einer maximalenAnzahlan 1 kannnicht geschaltewverden,da
jederSchaltwrgangentwedeidie Enegie erniedrigtoderdie Anzahlder1 erhbht. Dahersindalle
solchenZustandeMinima.

Istumgelehrtein Zustando,; gegebenderkein Enegieminimumist oderkeinemaximaleAn-
zahlan1 besitzt,danngibt eseinenZustando,, dersichnurin einerStelle; von o, unterscheidet,
unddereineniedrigereEnegie odermehr1 besitzt. Wie ebenkannmannachrechnergalid

E(0y) — E(0,) = —wy; /2007 — net(1) (09 — 01;)

fur die AktivierungdesNeuronsi in o, gilt. Ist die Enegie gleich,dannist die Aktivierung0, d.h.
dasNeuron: schaltetin einemSchrittvon 0 auf 1; ist die Enegiedifferenznegativ, dannist das
H(net(1)) # 0., dasNeuronschaltetalsoebenélls.

Esistoffensichtlich,daRauchbeiw;; > 0 alle Enegieminimamit einermaximalerAnzahlan1
stabileZustindesind. AllerdingskonnenzusatzlichestabileZustandeauftretendadie Verbindung
zusichselbsteineSelbsterstrkungzur Folge hat. Sofernnur w;; grol3genuggewahltist, werden
tatsachlichalle Musterstabil.

Mochtemaneinedirekte Korrespondender Enegieminimaund stabilenZus&ndeerreichen,
dannsolltemanalsow;; = 0 wahlenund zusatzlich die Schaltdynamikzu einersynchroneroder
asynchronemdynamik mit Gedachtnis modifizieren,bei der fur das/dieschaltende/iNeuron/en
gilt:

0i(t fallsnet(t) =0
oift +1) = { Hgn)et;(t)) sonst "

Mit derHebb-Rgel bzw. Perzeptronlernesind Hopfieldnetzesehrschnelltrainierbar Dafur
kannabersehrviel Zeit vergehen,bevor ein stabilerPunkterreichtist. Dieseist umsolanger
je verrauschtedasPatternist. Die Relaxationszeikannals Indiz dafur gelten,ob tiberhauptkin
(verrauschtedpekanntedusterals Startvektorgegebenist, oderein ganzlichneues.
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6.2 Trainingsalgorithmen

Hopfieldnetzaverdenals Assoziatvspeicheverwandt. Zu diesenZwecksolltensietrainiertwer-
den,dalRdie durchein Hopfieldnetzgegebend-unktionalifit die zu speicherndeMusterauf sich
selbstabbildetund ein zu denzu speicherndemMusternahnlichesMusterauf dasahnlichstebe-
kannteMusterabzubilden.

Die Lernaufgabevird nichtin Formvon Beispielereinerzu approximierendefunktiongege-
ben,sonderrdie gewviinschterstabilenZuséndewerdenprasentiertDieseals stabileZus&indezu
erreichenwird sich schonalsteilweiseschwierigerweisen.Man versuchtdie intendierteFunk-
tionalitat dadurchzu erreichenjndem so wenig anderestabile Zustandewie moglich entstehen.
Dannsolltenunbekanntéustergegendie jeweils ahnlichsterbekannterMusterkornvergieren.

Wir setzerim weiterenw;; immerauf0, um Selbsterstirkungunddamitunerwinschtestabile
Zustindezu verhindern.Da die Rechnungeminfachersind,gehenwir im Folgendernvon bipola-
ren Eingabenaus,d.h. die Mustersind aus{—1, 1}/ statt{0, 1}'"!. Die Perzeptronaktierung
wird durchdie bipolareAktivierungsgnersetzt.Biasessind durchOn-Neuronerrealisiert. Seien
MusterX!, ..., XF gegebenDie Hebb-Regelsetztfiiri # j

1 P

p=1

D.h. VerbindungerewischenNeuronendie dengleichenWert habenwerdenverstrkt, Verbin-
dungenzwischenNeuronermit unterschiedlichenert werdenvermindert.Wirdemandie Bia-
sesexplizit machenso erhieltemandie Summeliberalle gewviinschtermktivierungendesbetref-
fendenNeurons.

Esist nichtsichegestellt,dalhiermitalle Musterstabilsind. Genauekannmanfur ein Muster
p ausrechnen

nef =) w;X? = % D) XIXIX? = XT + % > ) xixixr.
j il i l#p

Sofernderletzte Term betragsraf3igkleinerals 1 ist, ist dasMusteralsostabil. Insbesonderest
im Fall P = 1 dieseseine Musterstabil. Soferneine Eingabeum maximaldie Halfte der Pixel
verrauschist, strebtsie gegendiesesMuster Ist mehrals die Halfte der Pixel verrauschtstrebt
die Eingabegegen das komplemenére Muster bei dem1 und —1 vertauschtsind. (Bei einer
ungeraderAnzahl an Pixeln ist der Fall, dal3genauein Pixel mehrals die Halfte verandertist,
nichtklar, daNeuronerdie Aktivierung0 haberkdonnen.)

Satz6.4 Fur orthogonaleMustererlaubtdie Hebb-Regel die Speidierungaller Muster

Beweis: Orthogonalheif3t,daR) ", X,iX,z = 0 furalle: # j gilt. Fur solcheMusterberechnet
sichfir obigenStorterm

DB IPEBEED PETH PPIIE
i l#p l#p J
=0
O

Sind die Muster noch hinreichendorthogonal,dasheil3t die Stortermehinreichendklein, dann
konnensie auch gespeichertverden. Fur zufallige Muster (d.h. jedesBit ist zufallig und un-
abhangig voneinanderkann man in verschiedeneleise den Anteil an stabilen Mustern ab-
schatzen.Wir zitierenhier lediglich einigeErgebnissgHertz et.al.].
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Sei P, die Wahrscheinlichkit, daRdasBit : despten Mustersinstabilist. Dieseist offensicht-
lich far alle7 undp gleichundmanerhalt die Abschatzung

1 9 [VIN/@P)
P=—-11- 7/ e dx| .
m™Jo

2

JenachdertoleriertenFehlervahrscheinlichkit kannmanalsodasVerhaltnis P/| N| der Muster
im Vergleichzur Neuronenanzahahlen.Man ertalt z.B. die Werte

P | P/IN]|
0.001 |0.105
0.0036 | 0.138
0.01 0.185
0.05 0.37
0.1 0.61

Fraglichist trotzdemnoch,wassich letztendlichergibt, daja die Fehlerneuelnstabilitatenher
vorrufenund letztendlichdasganzeMuster sich geanderthabenkann, wennmanin einemsta-
bilen Zustandangelangist. Man kannberechnendal3dieserLawinenefekt ab dem Verhaltnis
P/|N| = 0.138 eintritt. Dannsind mit einer Wahrscheinlichkit von 1.6 von initial 0.0036 die
Bits im stabilenZustandfalsch. Bei einemschlechtereiVerhaltniswird fastdasgesamteéMuster
geloscht.ModchtemanP, < 0.01/|N| erreichensodal3mit einerWahrscheinlichkit von 99% die
Pixel initial richtig und sehrwahrscheinlickauchasymptotiscrstabil sind, dannberbtigt manein
Verhaltnisvon
oIV
4log |N|

d.h.P/|N| — 0 fur N — oco. Bessesiehtdie Situationaus,falls mansichauf dinnbesetztéviu-

sterbeschankt, die nurwenigel enthalten Dieseskommtin der Realitat etwa bei Schriftzeichen
vor. Formalsei P(X? = 1) = 1/(2n*) mit 0 < a < 1. Dannistist dasVerhaltnis, sodalBmehr
als99% derPixel initial stabilsind,vonderOrdnung

2y/|N|

P/IN| ~ —/——
/IN] 5log|N|

— 0.
Nebender Schwierigleit, da3nicht alle intendiertenMusterstabil sind, tauchtdaszustzliche
Problemauf, daf3 es weitere stabile Zuséindegebenkann. Wir habenschonerwahnt, dafd mit
einemMusterauchdaskomplemenireMusterstabil ist. Desweiterersind Uberlagerungeeiner
ungeraderAnzahl an Musternmit relatv hoherWahrscheinlichkit auchstabil, d.h. Termeder
Form
+XP £+ XP2 4+ XP3

DesweitererkonntenauchstabileZust&ndenachg&iesenwerden die nichtsmit denzulernende
Musternzu tun haben.Allerdingsist diesesProblemnicht ganzsokritisch, dasich die Attraktor-
beclenum dieseungevollten Minima alsrelativ klein erweiserunddie Enegie nochrelativ hoch
ist. BoltzmannMaschinendie wir nocherhalterwerden,umgehergenaudieseProbleme.
Alternatv zur Hebb-Reel kann man den Perzeptronalgorithmugerwenden denndas Pro-
blem,Musterzu speichernkannmanalsProblem die Neuronerauf einePatternmengeu trainie-
ren,aufassenUm Selbsterstrkungzu verhindernwird w;; = 0 gesetztDie N(N — 1)/2 + N
verschiedeneidbrigenGewichtew;; (i < j) undBiasesverdendurchdenVektorW beschrieben,
wir nummeriererdie Koeffizientendurch (wss, . . . , Wiy, Was, . . ., Wop, .. ., 01, ..., 0,). Fur jedes
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Neuron: und Patternp definiertmandasMuster(mit gleicherNummerierungvie W) Xf’ji = Xf
furj > 1, ij = X] furj <1, X”" = 1 (On-Neurorfur denBias)unddenrestlicherKoefizienten
0. WX liefert genaudie AktivierungdesNeurons; bei AnliegendesMustersp. DasheiRtaber
dafalle Musterstabilsind,dannundnur dann,wenn

sgnW'X?) = XP Vp,i
gilt. Dasist eine Trainingsaufgabéir ein einfachesPerzeptron.Die Gewichte desNetzeskann

mananschlieRendurchdie GewvichtedesNeuronswiedererhaltenAlternative zumUmschreiben
desGewichtswektorsist folgendeModifikation desPerzeptronalgorithmu$ur bipolareMuster):

wiederhole
betrachtesin Muster X?
fur einNeuroni mit sgn(net) # X, anderefiiri # j

R P YyP.
wij == Wi + X Xj,
e s P yP.
wji == wj; + X Xj,
._ p.
0, :=0;, — X;;

Esist offensichtlich,dalRauf dieseWeisenichtalle beliebigenMustergespeicheriverdenkonnen,
sonderndie Darstellungsrachtigleit einesHopfieldnetzegenauwie beim einfachenPerzeptron
beschanktist. LalRtmanw; > 0 zu, kannmannatirlich durch Selbsterstrkungdie Stabilitat
jedesMusterserreichen Eine Alternative stelltesdar, wennmanhiddenNeuronerzulaf3t,wie wir
spaternochseherwerden.

6.3 Hopfieldnetzeals Optimierer

Hopfieldnetzehabendie schbne Eigenschaftdie Enegiefunktionzu minimieren. Diesesausnut-
zendkannmannaiirlich zu einemgegebenemgeeigneterPolynomein Hopfieldnetzonstruieren,
daRdiesesPolynomals Enegiefunktion besitzt,und Minima desPolynomsper Relaxationdes
Hopfieldnetzegewinnen. TatsachlichkannmanauchNP-wlistandigeProblemesoangehenyie
Hopfieldesfur dasTSPvorschlug.UnteranderendieseTatsachdiihrtezu einemwiedererweck-
tenInteressem Neurobereich- obwohl die Ergebnissewie nicht anderszu erwarten,insgesamt
ehermaligsind.

Wir betrachtenetzt ein Hopfieldnetzdasmit Gedachtnisschaltetsodal3einebijektive Bezie-
hungzwischendenEnegieminimaunddenstabilenZustandenbestehtZunachstformulierenwir
die Enegiefunktionnocheinmakmit explizitem Bias,wir nehmenw;; = 0 an:

1
—5(0, 1) (w,—=8)(0,1) = =Y _wjj0i0; + > _bi0;,

1<j i

wobei (w, —0) die Matrix mit letzter Spalteund Zeile —8 und Diagonalelemenb ist. Soll ein
beliebigegquadratischeBolynom

Z ainin + Z bzXz +c
i
mit ElementenX; aus{0, 1} minimiertwerdensokannmandiesesn derForm

— Z(—aij — aji)Xin + Z(bz + a”)XZ

1<j i
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schreibenda X? = X; gilt und Konstanterzur Minimierung nichtsbeitragen D.h. ein Hopfield-
netzmit Gewichten
Wi = —aij — aji, b = bi + a;

minimiert obigesPolynom.

Als erstesBeispielbetrachtenwir dasAcht-Turme-Pobem Auf einemSchachbretsollenacht
Turmesoangeordnetverden dafisie sichnicht gegenseitigoedrohenDazudefiniertmanNeuro-
nen

Y. 1 aufFeld(z, ;) stehtein Turm
Y1 0 sonst

EsmulRdabeiin jederZeile und Spaltegenaueine Turm stehenDasheif3t:
ZXZ'J':L ZXZ]Zl
i J

Diesesdst fur die Minima der Funktion

> (Z:Xij—l):; (;Xij—1)2

J

erfullt. Ausmultiplizierenergibt dasPolynom

2 XL -4 X +3242) ) XXy +2) ) Xy Xy
1,J (%]

i j<k j i<k

KonstanteTermeweglassendind X;; mit X7; identifizierenderhélt man

23 Y XX +2) ) XX —2) Xy

i i<k Jj i<k (2]

Ein zugelorigesHopfieldnetzhatalsoBiases—2 undlateraleVerbindungemit Wert —2 zwischen
je allenNeuronereinerZeile bzw. je allenNeuronereinerSpalte.LeiderbesitztdiesedNetznoch
unerwiinschtelokale Minima, es konnenzwei Neuronenin einer Zeile bzw. SpaltedenWert 1
besitzen.Abhilfe schaft, wennwir denBiasauf —1 statt—2 setzen.DaswirdeeinerAnderung
derzu minimierenderFunktionauf

> (Z:Xij—1)2+§i: (;Xij1)2+%xfj

J

entsprechenDie absoluterMinima dieserFunktionsind dieselbendennsind wenigerals8 Neu-
ronenl, dannerhalt manvom urspiinglichenPolynomfir jedesNeuron,dasnicht 1 ist, den
Fehler2, daja mindestengine Spalteund Zeile unbesetzsind. AbsoluteMinima habenalsoden
Wert8, dernur durchdenzusatzlichenTermbelegt wird. Der zusatzlicheTermsomgt aberfur eine
StreckungderurspiinglichenFehlerfunktion sodalRunerwinschtdokale Minima verschwinden.
Man sieht,dalRdie Wahl einergutenFehlerfunktiondurchausnicht offensichtlichist.

EineandereAnwendungst dasTSP. Stadtel, ..., n seiengegebemmit nichtnegativenDistan-
zend,; vonder Stadt; zur Stadtj. Eswerdendie VariablenX;; furs, j € {1,...,n} definiertmit
derBedeutung

X,; =1 <= Stadt; ist die jte Stadtder Rundreise.
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Esqgilt, die absoluteDistanzzu minimieren,d.h.derTerm

n—1
D= Z Z A Xy Xij1 + Z Ak Xkn X1

j=1 ki ki

ist zu minimieren. Gleichzeitigmuf3 dafur gesogt werden,dafl3 die Belegung tatsachlich eine
Rundreisast, d.h. jedeStadtsoll genaveinmalbesuchsein:

Y Xi=1,
%
undanjederStellekannnur eine Stadtstehen:

> Xp=1.
k

AbsoluteMinima der Funktion

gz (o)

mit A > LangeeineroptimalenLosungdesTSP entsprechemindeutigoptimalenLosungerdes
TSR dafir dieseaufgrundderWahlvon )\ die beidenNebenbedingungegrfullt sind. Ausrechnen
derProduktefiihrt zu einemPolynomzweitenGrades. Dieseskannmanwie obenanggebemmit
der Enegiefunktion einesHopfieldnetzesabgleichen. Man erhalt ein Netz, in der benachbarte
Spaltendurchdie negatven Abstanded,; vertundensind,innerhalbeinerZeile bzw. Spalterufen
diemit A gewichtetenBedingungernhibitorischeVerbindungerenor. Die WahlderParameten
istin derPraxisdiffizil, dazugrof3eWertetendentielzwarkorrekte abermichtsehrguteLdsungen
bewirken; zu kleine Werte hingeggenfuhrenzu ungiltigen, abermeistenskurzenRundtouren Da
die Nebenbedingundasn TurmeProblemdarstellt,solltenwir auchhier wiederdenBiasleicht
erhbhen, um lokale Minima zu vermeiden. Hopfield und Tank berichtenbei einem10 Stadte
Problemvon etwain jedemviertenDurchlaufoptimalenLdsungendiesesskaliertallerdingsnicht
auf grolRereProbleme.ZudemhabenHopfield und Tank nicht diskretschaltendéNetze,sondern
einekontinuierlichschaltendé&/ersionbenutzt.

AndereOptimierungsproblemkonnenauf PolynomehdherenGradeduhren.Kannmanauch
hiereinHopfieldnetzzur Minimierungeinsetzen®azumuf3dasKkonzeptzurachstetwaserweitert
werden.

Definition 6.5 Ein Hopfieldnetz mit hidden Neuronenist einNetz(N, —, w, 8,f, I, O), sodal
(N,—,w,0,f N, N) ein Hopfieldnetdarstellt.

Das heif3t nichts anderesdal® Ein- und Ausgabeneuronenicht notwendigmit allen Neuronen
ubereinstimmenlnsbesonderkannes,waswir gleich benutzerwerden,nicht nachauf3ensicht-
bareNeuronermgeben.SoeinemNetzkannmannatirlich aucheineEnegiefunktionzuordnengdie
nebendensichtbarerVariablenauchdie denhiddenNeuronerentsprechendéevariablenbenutzt.
Eswir sich herausstellendaldmanin gewisserWeise TermehohererOrdnungdurch zusatzliche
nichtsichtbarevariablenersetzerkann. Als KonsequenkannmanbeliebigePolynomemit einem
Hopfieldnetamit hiddenNeuronemminimieren.

Esseialsoein PolynomP(x) gegebenjn demo.B.d.A.keineTermez? vorkommen,daman
dieseja einfachdurchz; ersetzerkann. Wir konstruiererein Polynom P(x, t) mit einerneuen
Variablent, sodal3

P(x) = mtin P(x,t)



NeuronalaNetze, WS 99/00 93

gilt. Ist k derhdchsteGradin P, sohat P einenTermmit Gradk wenigerals P. Seiw - Hﬁ’;il T
ein TermhochstenGrades.

e Fall w < 0: ErsetzedenTermdurch

i
Z 2wzt — (2k — 1)wt.

1=11

e Fall w > 0: ErsetzedenTermdurch

lg—1 lg—1
w H T — Z 2wzt + 2wz, t+ (2k — 3)wt .

=11 =11

Eine etwaslangereFallunterscheidungeigt obige Eigenschaft. Jetztkann man sukzessie die
TermehdherenGeradeslurchneueVariablenersetzenphnedie DynamikdersichtbarerNeuronen
und die Lageder globalenMinima zu andern,und erhalt ein die globalenMinima realisierendes
Hopfieldnetamit verbogenenNeuronerentsprechendenneueingefirtenVariablent.

Eine schhne Konsequenzst, dalRdas SAT Problemebenélls mit Hopfieldnetzerbearbeitet
werdenkann. Allgemeinerkannmanfir jedeBooleschd~ormel ¢ ein Hopfielnetzmit verboge-
nenNeuronerfinden,sodal3die globalenEnegieminimader Enegiefunktionbeschéanktauf die
sichtbarerVariablengenaudenerfullendenBelegungender Formel entsprechenDieseAussage
ist auchhistorischinteressantga sie zeigt, da3neuronaleNetzezumindesbegrenztmit symboli-
schenDaten,Boolescherirormeln,umgeherkonnen.

Ein Polynom
| 0 xerfullt ¢
Pp(X) = { 1 sonst

ist schnellindukiv iberdenAufbauvon ¢ konstruiert:
ep,=1—=x
®pp=1-p,
® Dpvy = Py - Py
® Dory =1 — (1 _pcp)(l —pw)
® Dy = (1= py)py

® Doy = (1-01- pcp)(l - pw))(l - ptppdf)

Etwadie Formelz; V z, V x3 berdtigt auchtatsachlichhiddenVariablenzu ihrer Realisierung.
Die praktischeRelevanzdieserAnsatzeist notwendigbeschéankt— schliel3lichhandeltessich
um NP-wlIstandigeProblemesodalimanauchvon neuronalemMetzenkeineeffizientenLdsungs-
algorithmenerwartenkann. Allerdingsist die Verbindungvon Netzenund Formelnein philoso-
phischund historischhochstinteressante$hema,daesin den Streit zwischensymbolischeKI
und Konnektionismusingreift. Eine der Hauptkritikpunkteder symbolischerKl an Netzenist,
dal3Verarbeitervon Formelnprinzipiell nicht adaquatmoglichist. Dassogenannt®inding Pro-
blem, welchesgrob die Fragestellt, wie in einerkonnektionistischeiethodedie (evtl. zeitlich
veranderliche)Verknipfung zweier verteilt dagestellterEntitatenin einemeinzigenObjekt dar
gestelltwerdenkann. Konkretetwa: Wie kannmanVariablenmit Termen,die dieseausfillen, in
Beziehundoringen,sofernbeidesverteiltrepiasentierist.
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Eine andereKonsequenist, dalHopfieldnetzemit hiddenNeuronenfeedforward Netzemit
derPerzeptronaktierungsfunktiorin folgendemSinnesimulierenkonnen:Berechneeinfeedfor
wardNetzdie Funktionz — f(x), sogibt esein Hopfieldnetzmit hiddenNeuronerundglobalen
Minima (z, f(x)). Mdchtemanalsozu einerEingabez denWert f(z) berechnensokannman
dasdurchEingabeder Aktivierungenz in einenTeil dersichtbarerNeuronerund Relaxationzu
einem(globalen)Minimum erreichen.

6.4 Alternative Schaltdynamiken

Eine Alternative zumasynchronerschaltenist, die Werteder Neuronersimultan,aberstetigent-
sprechendhrer Aktivierungzu andern.Dazuersetztmandie diskreteAktivierungsfunktiorwie
auchbeivorwartsgerichteteMNetzendurcheinesigmoideAkti vierungsfunktion Die Neuronenak-
tivierungbestehtalsoausreellenWertezwischen0 und 1. Anstattzufallig die Neuronereinzeln
zu andernodersie simultangemafihrer Aktivierungneuzu berechnenanderndie Neuronerihre
Werte stetig; d.h. die Dynamik wird durch DifferentialgleichungemeschriebenAusgehendson
einerStartbelgung,etwa demEingabemuste&nderndanndie Neuronenihre Aktivierungnet(t)
zumZeitpunktt genmal3derVorschrift:

n A

O — eyr) + - saclney (1),
wobein einefestepositive Zahlist. Man schaltetalsonicht mehrdiskretzu denZeitpunktenl,
2, ..., sondernkontinuierlichfiir t > 0. Die Differentialgleichunggibt die Anderungzu jedem
Zeitpunktan. In der Praxismul3 die Dynamik in der Regel trotzdemdurch Diskretisierungen
gerahertwerdend.h.manerhalt einesynchroneschaltweisavie schonzuwvor. Der Vortell ist, dal3
die Diskretisierungm Prinzipbeliebigfein vorgenommerwerdenkannunddie einzelnerSchritte
nachgebessewerdenkdnnen.D.h. stattzum Zeitpunkt0, 1, ... zu schaltenkannmanetwa die
Zeitpunkte0, 0.1, 0.2, ... berechnen.

ObigeDifferentialgleichundnateineeindeutige. dsung,dadie beteiligtenFunktionengutartig
sind(lokal Lipschitz-stetig).Die Tatsachedal3die Dynamikimmer gegeneinenstabilenZustand
konvemiert, wahrenddessegine Enegiefunktionminimiert wird, entsprichthier folgendemuUm-
stand:

Satz6.6 Man findeteineFunktion E(¢), die monotonfallend und nach untenbesdranktist. Sie
hat die Ableitungexakt 0 dannund nur dann,wenndnet(t)/dt = 0 gilt. Esist dE(t)/dt —
0 < dnet(t)/dt — 0Vi.

Beweis: Betrachtedie Enegiefunktion

1 Oi(t)
—3 Z w;;0i(t)o;(t) + Z/o sgd™(o)do
%7 (3
E ist nachuntenbeschénkt,dao;(t) € [0, 1] gilt. Die Ableitungberechnesichals

dE(t) 1 do;(t) 1 doj dol(t)
prii 5 Z Wij o 0,(1) 5 Z w;;0i(t + Z sgd (o o

(2%) Z:]

i ~—~— J

>

sgd (net; (t))dnet (t) /dt ™ ~-
ndnet(¢) /dt
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= S sadmeit) - (5 7)
< 0:

wobeidie Regeldfj?(%) h(t)dt/dx = h(g(x))g'(x) — h(f(z))f'(x) benutztwurde. ObigerAus-
druckist wegensgd(z) > 0 nurdannexakt0, wenndnet(t)/dt = 0 gilt. !

Da E monotonfallendundbeschanktist unddie Steigungdurchdie Ableitungvon net bestimmt
wird, ergibt sichfiir t — oo ein Zustand sodal3dnet(t)/dt — 0 gilt. D.h. dasNetzstrebtgegen
einenstabilenZustand,wo sich die Aktivierungender Neuronemur nochmaiginal andern.Ins-
besondereind Zyklen nicht mehrmoglich: Sie sind ein Effekt der bei synchronentSchaltenzu
grobenDiskretisierungder Dynamik, wobei gewisse Anfangszusindenicht gegendie aufgrund
derDiskretisierungnicht mehrvorkommendemicht stabilenFixpunkteder Differentialgleichung
streberkdnnen.Ein Beispielfur die jetzt wesentlicheinsichtigeredDynamikist dasNetz:

Bei synchronenSchaltengibt eszwei stabileZustindeund zwei Zustande die in einemZweier
zyklus abwechselndjeschaltetverden. Bei der zugetorigen Differentialgleichungbzw. denzu
dennet gelbrendeno;) findetmanin der Naheder beidenurspiinglichenstabilenPunktewie-
der zwei stabileFixpunkteder Differentialgleichungdie jeweils Attraktorendarstellen.Auf der
GrenzezwischendenbeidenAttraktorbeclenbefindensichauchdie beidenZustande die sichbei
synchronentchaltenzyklisch abwechselnJetztstrebensie auf demRandzwischendenbeiden
AttraktorbeclengegeneineninstabilenFixpunkt.

Man kanndie Dynamik einessynchronschaltendendopfieldnetzesn folgendemSinnedurch
eineDifferentialgleichungersetzen:

Satz6.7 Fur einHopfieldnetzgesserstabileZustanddtr kein Neuion zueiner Aktivierungexakt
0 fuhren,undvorgegebenes > 0 kannmaneinenpositivenFaktor W finden,sodaf3fir dasdurch
eineDifferentialgleildungmodellierteNetzmit denGewichtenmultipliziert mit W folgendegilt:

Fur jedenstabilenZustando desHopfieldnetzedindet man einen stabilen Attraktor desdurch
die Differentialgleichung bestiriebenenNetzes,so dafd die zugehdrigen Ausgabeno’ in keiner
Komponentenehrals e vono abweiden.

Beweis: Seifir alle stabilenZustindedie AktivierungderNeuronerbetragsmfiiggrof3eralss.
€ seisoklein, dal3fur um ¢ in den Komponentervon einemFixpunkt abweichendd?unktedie
AktivierungenbetragsrafZigimmernochgrofReralsé sind. W seisogewahlt,dald

r<—0=sgdWz)<e/2, z>6=s9gdWz)>1—¢/2

gilt. Insbesonder&erechnetmanfir einenvon einemstabilenZustando® in jederKomponente
wenigerals e abweichenderZustando, dalder durchsgdW ) w;;o;) gegebeneZustandum
wenigerals ¢/2 in jeder Komponentervom stabilenZustandabweicht,denndie Aktivierungen
sind groRRerals 4, mit W multipliziert ergibt sich also maximal der Abstande/2. Das bedeutet
aber dal¥fur Koeffizienten: vono, im Intervall Je/2, €]

—0; + SgC(W Z ’UJ]'Z'Oj) <0
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undfur Koeffizienten: vono im Intenall im Intenvall |1 —€,1 — €/2]

—0; + SgdW Z wjin) >0

mit der DreiecksungleichungDas heil3taber da3bei Startin denintenallen]e/2, e[ bzw |1 —
¢,1 — ¢/2] um denstabilenZustandmanin einere-Umgelung desstabilenZustandleibt. Fur
die zugeldrigenNettoinputdbedeutetlas,daldsie iberdie zeitlicheEntwicklunghin entsprechend
demstabilenZustand> ¢ bzw. < —§ bleibenmiissen Da siekornvergieren,erhalt manalsoeinen
stabilenZustandmit maximale vom urspiinglichenstabilenZustandentfernterAusgaberv;. O

SomitwerdenalsoZyklen vermiedernund die KornvergenzgegeneinenstabilenZustandist deter
ministisch.Nichtsdestotrotist dasProblemvonlokalenMinima derEnegiefunktiongegebendie
maneigentlichverhindernwill — und hier nichtumgeht.Eine Alternative stellt einestochastische
Betriebsweise&ron Netzendar Die Zus@&ndesindweiterhin{0, 1}-wertig. Fur jedenSchaltschritt
wird die Alti vierungjedesNeuronsberechnetindanschlie3endynchroralle Neuroneroderauch
lediglich ein Neuronmit derWahrscheinlichkit

sgdnet/T)

auf 1 geschaltet.T heiRtdabeidie Temperatur. Jekleiner dieseist, destosteilerist die sich
ergebend&urve in Abhangiglkeit von net und destomehrapproximiertdie Kurve die Perzeptro-
naktivierung. Aber die Moglichkeit, sichauslokalenMinima der Enegiefunktionzu befreien,ist
gegeben:Die Wahrscheinlichkit, zwar lokal verschlechternd&chritte(Enegie wird kurzfristig
hoher),aberglobal verbessernd&chritte(manerreichtlangfristig ein bessere®©ptimum)durch-
zufuhren,ist grofRerals Null. HaufigbetreibtmandasNetz dabeimit Simulated Annealing, d.h.
die Temperatuist zu Beginn sehrhoch,so dafl3der Zustandsraunstarkexploriert wird, und wird
allmahlichabgelkihlt, d.h. T vermindert,bis manbei kleinemT" in einem(dannhoffentlich glo-
balen)Optimumlandet. Die stochastisch&ichtweiseermiglicht eineweitereTrainingsmethode,
wobeiauchhiddenNeuronenmittrainiert werdenkonnen. Der Ansatzgehtauf Hopfield zurtick
undnenntsichnachderbeteiligtenstochastischewerteilungdie Boltzmannmaschine.

6.5 Die Boltzmannmaschine

Die Boltzmannmaschineist ein stochastisclschaltendesiopfieldnetz.Wir nehmerhier an,daf?
sieasynchrorgeschaltewird. D.h.in jedemSchrittwird zufallig ein Neuronausgvahlt, dasmit
Wahrscheinlichkit sgdnet /T') denWert 1 annimmt,mit Wahrscheinlichkit 1 — sgdnet/7) den
Wert0. EssollenzurachsteinigeNotationereingetihrtwerden:

Wie schonvorhersei .
E(O) = —5 Z W;;0;04 + Z Qioi

die Enegieim Zustando. N seidie AnzahlderNeuronenJedesNeuronwerdemit Wahrschein-
lichkeit 1/N ausgevahlt. Wennmansichim Zustando befindetunddasNeuroni ausgavahlt hat,
sei

P(1jo,i) = (1+ /7)™

die Wahrscheinlichkit, daRdasNeuron; auf1 schaltet,
P(0jo,i) = (1+ /)™
ist die Wahrscheinlichkit, daRdasNeuronauf 0 schaltet.Fir Zustandeo, o’ sei

P(o — o)
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die Wahrscheinlichkit, in einemSchrittvon o nacho’ zu schaltend.h. esist

1/N - P(o;]0,i) o=0
P(o —0o')=<¢ 1/N - P(d}|o,1) o undo’ unterscheidesichnurin
0 sonst

Dieseddefiniertfur jedesfesteo eineVerteilungaufdenZus&ndeno’. Die Wahrscheinlichkit, in
n Schrittenvon o nacho’ zu kommen seimit

P(o 5 o)
bezeichnetDa maniberalle moglichenZwischenzusindeo” geherkann,gilt offensichtlich

P(o 5 o) ZP o" & o)

OII

furallen; + ny = n. Auch diesedefiniertfir jedesfesteo eineVerteilungaufdenZus&ndeno’.
Die Situation,wennmansehrlangeschaltetbeschreibfolgenderSatz:

Satz6.8 Fur alle Zustindeo existiertdie Grenzverteilung* mit

p*(0') = lim P(o > o).

n—oo

Sieist unablangigvono. Die \Verteilungerfullt die Fixpunktgleitiung

Z p*(0) P(0—0)

Die Verteilungist die sag. Boltzmannverteilung

o —E(d")/T
p*(0) = ZOG_E(O)/T .

Beweis: EsseiM” = maxy P(o' = o). Dasist durch0 nachuntenbeschanktund monoton
fallendwegen

n+1
MJ* = max P(o'= o)
(o}

= mz}xz P(o' = o")P(0" & o)
< mz}xz P(o’ — 0")max P(0" = o)
= M:-mz}xzp(o'—)o"):MO"-l

OII

M? korvemiert alsofir n — oo. Analog siehtman,daRm? = min, P(o’ - o) monoton
wachsendst. Daesdurchl nachobenbeschanktist, folgt auchhier die Konverggnz.

Fur alle o und o’ ist P(o X o') > § > 0 fir ein §, damanja nach N Anderungerjeden
Zustandn jedenandereruberiihrenkann.Danngilt fir geeigneténdizesM undm

MON(n+1) o m(])V(n—I—l) — Plon N(ﬁl) 0) — P(on N(ﬁl) o)
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< Z MN"+ Z

o’,(¥)>0 *)<0
= > ¥ (Mévn—mff”)
o/,(1)>0

< (1=0) (M = mg™)

Die vorletzteGleichunggilt, da}_,, ) o(*)+> 4 ()50 (*) = 1—1 = 0iist. Die letzteUngleichung

folgertmanwegenP (o, X o) <1lundP(o, X o') > ¢. Esfolgt also

MM —mlm < (1 =0) (MY — YD)y << (1= 8" (M2 =m2) = (1-6)" — 0.

M7 undm streberalsogegendenselberimes. Esseio’ einbeliebigerStartvektor. Danngilt
m? < P(o' % o) < M",

alsokonvemiertauchP (o’ = o) unablangigvom StartektorgegendieselbeGrenzep* (o). p* ist
eineVerteilung,damit P(o’ = o) > 0und)__ P(o’ - o) = 1 dasselbauchfir denLimesgilt.
Ebenscerhalt mandurchGrenZibegangin derGleichung

die Fixpunktgleichungfur die Grenz\erteilung. Eine Verteilung, die dieseFixpunktgleichung
erfullt, ist eindeutigbestimmt,dennseip, eine andereVerteilung,die ebenélls dieseFixpunkt-
gleichungerfllt. Fur einebeliebigeVerteilungp seip’ die Verteilungnachi Schritten. Dannist
p"(0) = >, p(o")P(0' = o) zwischenM und m” angesiedelt.Egal mit welcherVerteilung
man startet,manerhalt alsodie Grenz\erteilungnachbeliebiglangemSchalten. Speziellfir pq

berechneman
=> 1} '(0)P(o—0) = ... =py(0'),
dasheil3tdie Grenz\erteilungstimmtmit p, Uberein.

Esreichtalsozu zeigen,dafl3die Boltzmanwverteilungdie Fixpunktgleichungerfullt. Offen-
sichtlichkannmandenNormierungsterny__ e~#(°)/T peiderRechnungveglasseno[i] bezeich-
nedennurin der Stelle; von o verschiedeneZustand.Esgilt

3, e /TP — o)
= e B@/TP(o— o)+, e EC/TP(o[i] — o)
= e PO (53 Plolo,i) + 32, &©~FCTP(oifoli], 7))
= g E0O/TL (Z p(02.|0 i) ( + gnet(oi—oli]; )/T))
= e PEITLY ] =g FOIT

MIT p(o;|0[i], i) = P(0;|o,17), daw; = 0 gilt, und E(o) — E(o[i]) = —net(o; — o[i];), wie wir
friherschonnachgerechndtaben. O

Die Boltzmannmaschinstrebtalso, egal in welchemZustandsie gestartetwurde, gegen eine
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Grenz\erteilung, die sich ausrechnenaldt. DiejenigenZustindehabeneine hohe Wahrschein-
lichkeit, die Enegieminimasind. Entspiachedie Grenz\erteilungder Gleichwerteilungauf eini-
genZustinden,sowirdendieseZustindedengespeicherteZustindenentsprechensie werden
im Limes erreicht. Durch langesSchaltenkann mandie absoluterEnegieminimaanhandhrer
Haufigkeit eindeutigrekonstruieren Mochtemandie Boltzmannmaschinals Assoziatvspeicher
verwendenso bestehtauchhier die Hoffnung, dal3derjenigeZustandder Grenz\erteilungals er-
steserreichtwird, derdemStartzustan@m ahnlichsterist. SimulatedAnnealingkanndenEffekt
unterstitzen,dallausgehendom Anfangszustander ahnlichstegespeichert€ustandunterVer-
meidunglokaler Minima erreichtwird.

Die Grenz\erteilungder Boltzmannmaschingurde nur fir ein festesT” ausgerechnetBei
SimulatedAnnealingstrebtT gegenNull. Der Effekt ist dabeifolgender:

Satz6.9 Die durch die Wahrsdheinlichkeit der Zustinde induzierte Anordnungist unabhangig
vonT'. Fur T — 0 strebtdie Grenzverteilunggegen die Gleichverteilungauf denZuséindenmit
minimalerEnegie.

Beweis: Die Wahrscheinlichkit einesZustandesst durchdenAusdruck
. e—E(o’) /T
p(0) = —F/577+
D e—E(o) /T
gegeben. Die Ungleichungp*(o’) < p*(o) ist unabléngigvon 7', sondernhangt nur von der

Enegie derbeidenZustindeah
FurT — 0 berechnetan

i e E()/T ; 1
7530 S e EO)/T ~ 7530 5 o(E(0) = B(0))/T

Diesedst 0, fallseino mit geringereEnegiealso’ existiert,dadannderNenneriberalle Grenzen
wachst.Fallso einesvon k Enegieminimaist, findetmanim Nennerk Summanden undweitere
Summandendie gegen Null gehen,es emibt sich alsoder Term 1/k. Diesesentsprichteiner
GleichwerteilungaufdenEnegieminima. O

SollenalsoMustergespeicherniverden,indemdie Grenz\erteilungin etwa einerGleichwerteilung
auf den Musternentspricht,dann kann man gut SimulatedAnnealing betreiben: Alle Ubrigen
lokalen Minima verschwinderfur kleines7T. Mochteman allerdingsdie Muster mit gewissen
unterschiedlicheraufigkeitenspeicherndarfT” nicht zu klein werden.

Zum Trainingversuchtmanjetzt, die Gewichte soeinzustellendalRdie Grenz\erteilungeiner
gewiunschtenVerteilung— der Gleichwerteilung auf den zu speichernderMustern— entspricht.
Dazuwird alsFehlermalfglie sog.Kr euzentropie derbeidenVerteilungerp*, derGrenz\erteilung,
undp* dergewiinschterVerteilung,gebildet:

o4\ +0-np*(o)
E(p*,p") = zo:p (0)-In S

undminimiert. Der Fehlerist positv undgenaudannNull, wenndie beidenVerteilungeriiberein-
stimmendenn:

Lemma 6.10 Fir Zahlenp;, ¢; > 0mit) p; =1 =>_g¢; istd_ p;In(¢;/p;) > 0 undgleich Null
genaudann,wennalle p; undg; Uberinstimmen.
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Beweis: Wie manam Graphenleicht sieht,gilt x + 1 < € fur alle z und Gleichheitnur fur

x = 0. Esfolgt
Snin > Yoo (% 1) =S -atn=0
mit Gleichheitgenaudann,wenng; /p; = 1 fur alle gilt. a

Zum Training wird also Gradientenabstgeauf dem so definiertenFehlervorgenommen.Da of-

fensichtlicheineVerteilungp™ mit p* (o) = 0 fur ein o nichtdurcheineBoltzmanverteilungmit

endlicherTemperatufl’ dagestelltwerdenkann, sollte maneine gegebeneZielverteilungp™ fir

dasTrainingsoatanderndalidie Wahrscheinlichkit fur alle Zustandeevtl. klein, aberpositiv ist.

Diesesverhindertein Anwachsender Gewichte uiber alle Schranken und kann durch Simulated
Annealingausgglichenwerden.DasTrainingbestehtlsoausderVorschrift

Aw = _nvwE(p*7p+)

mit einerSchrittweiten > 0. Dabeiwerdendie BiasesdurchOn-Neuronersimuliert. Essoll jetzt
die Ableitung von E bestimmtwerden. Der in der VerteilungauftretendeNormierungsternsei

n=Y e BT

_ _Zp+(0) —E(o)/T_aE( )/T 0 /TZ e~ Bl /T_aE( )/T> /n?

o p* (O) awij 8wij

p(o) (e FeUT 1 e B(0)/T ~E(e)/T
— _Z ._.Oioj_ ._.0;01.
p*(0 n 2T n n 2T J

_ %(ZP Zp )

D.h. w;; wird in jedemSchritt so geandert,dafl3 die Verbindungvon ¢ nachj gemaf der Soll-
Verteilunggemitteltverstirkt wird, wobeiaberdie Ist-Verteilungbericksichtigtwird. Dabeimuf3
mandie GroRe) __ p*(0)o,0; entwedermnhandier Gewichteausrechneonderstatistischschatzen,
indemmandasNetz zur Grenz\erteilungrelaxierenaflitund iberdie dannauftretender@us&nde
mittelt. Ist die Soll- undIst-Verteilungje eine Gleichwerteilung,dannwerdendasGewicht von ;
nachj lediglichanhandder AnzahldesgemeinsameAuftretensderPixel : undj in denMustern
bestimmt. Diesesist alsowiederein Hebbsched.ernen,wobeider aktuelleZustanddurcheinen
Anti-HebbTermmit berticksichtigtwird.

Man kanndiesenFormalismusauf Netzemit verbogenenNeuronenerweitern. Dazu seien
die Zustindeauf demsichtbarerAnteil mit v notiert, sie sollenauf die Verteilungp*(v) trainiert
werden. Die verbogenenNeuronendie lediglich zur Stabilisierungbenutztwerdenund dessen
Aktivierunguninteressanist, seienmit h notiert. Die Grenz\erteilungp*(vh) induziertaufdem
unsinteressierendeteil eineRand\erteilung

= p*(vh).
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Die Gewichte sollenso gewvahlt werden,dal3dieseRand\erteilungmit der gegebenen/erteilung
pT(v) UbereinstimmtEssei

“(hlvy = P (Vh)
p*(h[v) )

die Verteilungder hiddenNeuronenim Grenzhll, wennwir v bereitskennen.n seiderin der
VerteilungvorkommendeNormierungsternd_ _,,, e #(®)/T Dannkannmanfiir die unsinter-
essierend@bleitungdesFehlersE(p*(v), p™ (v)) nachrechnen:

Nt m 2
0 Zp )] pr(v)

R ey (V
B Z p*(v) Zh: 3“’@9
p

v

_ NP0 (B Ly on) o

_E vh /TZ _E(vlhl LT (Ulhl)z(vlh,)]) /n2

Ihl

_ 1 p+(V) * p+(V) * * (I (o ! 171
= ~57 (Vh ) ? (vh)(vh)i(vh); — 2 v (Vh)vth:'p (v'h') (v')i (v h)j)
= —% (zv:p Zp (h|v)(vh);(vh), Xh:p (vh)(vh);(vh); )

Die Gewichte werdenalsowieder genal3 der gewiinschtenVerteilungdurch Hebbsched.ernen
verstrkt, wobei bei denfreien Gewichtenzu hiddenNeuronenstattder Soll-Verteilungdie tat-

sachlicheVerteilungeingesetzwvird. Ein Anti-Hebb-TermgemalRderaktuellenVerteilungkommt

hinzu. Die GroRenkannmanentwedeaufgrundderbekannteriForm der Grenz\erteilunganhand
der Gewichte berechneroder statistischschatzen. Um die Gro3e p*(h|v) zu bestimmen halt

man dazudie Aktivierung der sichtbarenNeuronenfest und la3tden Restzur Grenz\erteilung
relaxieren.Die Verteilungentsprichtdannderzu schatzendengdenn:

Lemma 6.11 Die Boltzmannmadinemit fixemv relaxiertzur Grenzverteilung(h|v).

Beweis: Falls mandie Neuronenv festhalt, emibt sich eine Boltzmannmaschin&ir die tbri-
genNeuronenmit geandertemBias, demBias 0;(v) = — ), w;,v; fur dasNeuronh;. Diese
relaxiertalsogegeneineGrenz\erteilung. Sei E, (h) die Enegie dieserMaschineim Zustandh.

E(v) seidie Enegie, wennmannur die Neuronenv bericksichtigt, £(vh) seidie Enegie der
Boltzmannmaschin&ir Summatioriiberalle NeuronenEsgilt:

Ev(h) = — Z w”h,hj/2 + Z hﬁ,(v)
= - Z w”(vh)z(vh)J/Q + Z wijvivj/Q = E(Vh) — E(V)

Folglichistmitn =" ... eE(v"h")/T-
e Ev(h)/T e F Vh)/T/n B p* (Vh) B p* (Vh)

Ze—Ev(h')/T Z e E(vh') /T/n - Zp*(vh') - p*(v)
n’ o

pi(h) = =p*(hlv).

Die Boltzmannmaschineird dahemithilfe folgendenAlgorithmustrainiert:
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e Die Gawichtewerdenzufallig initialisiert. SiewerdenvermbgeGradientenabstgegeandert.

¢ Der GradientbestehtauseinemHebb-Term: w;; wird um die gewichtete Anzahl von Mu-
sternin der Zielverteilung,die 7 und j beideauf 1 setzenerhoht. Sind hiddenNeuronen
vorhandendannmuf3die VerteilungaufdenhiddenNeuronengegeberein VektorderZiel-
verteilung, statistischgesclatzt werden. Dazu halt man v fest und laf3tdie resultierende
Maschinezum Gleichgavicht relaxieren(clamping).

e Zusatzlich bestehtder GradientauseinemAnti-Hebb Term, der sich ausder mit denvor-
handerGewichteninduziertenGrenz\erteilungergibt. Die Grenz\erteilungkannmandabei
schatzenjndemdasNetz zumthermischerGleichgevicht relaxiert(fr eerunning).

AnschlieRendkanndie MaschinealsAssoziatvspeicheverwandtwerden:Gegebereinverrausch-
tesMusterrelaxiertsieevtl. mit SimulatedAnnealingzumnachstgelgenerwahrscheinlichezu-

standder Grenz\erteilung, den sie erst nach einiger Zeit wieder verlal3t,um die wahrscheinli-
chenzZustndeder Grenz\erteilungaufzusuchenDas Training dauertaufgrundder notwendigen
statistischerSchatzungerallerdingsrelatv lange,ermbglicht durchdasEinbeziehervon hidden
Neuronerallerdingseinegrof3eVariabilitatin der Darstellungsrachtigleit.

7 SelbstomganisierendesLernen

Bei selbstoganisierenderhernenist keineexplizite Funktionaliitvorgegeben Eingabedatesol-
len soverarbeitewerden,dal3sinnvolle Informationextrahiertwird. Die Datensollensich selbst
organisieren.Kennzeichervon selbstoganisierendeNerfahrenist, dafdhaufig lokale Informati-
on verarbeitetwird; dasTrainingist inkrementellund schnell. Es solltein denDatenRedundanz
enthaltensein, so dal3eine Informationsatraktion iberhaupimoglich und notwendigist — ohne
Redundanayennauchnurdurchz.B. einemetrischeStrukturaufdenDaten,sinddie Datenselbst
ihre besteRerdsentationKonkreteAufgabenwerdensein:

¢ Ahnlichkeitenin denDatenlernen,irrelevanteundzufallige Faktorenausfiltern,
e ReduktionderDimension,indemnur relevanteFaktorengespeichentverden,

e ClusteringderDaten,Prototyping,

e AbbildenderTopologiederDaten.

7.1 Hebbsched.ernen

Zunachstbetrachterwir wieder ein einfachesNeuron,welcheslediglich die gewichtete Summe
der Eingabend.h. die Korrelationmit der Eingabeberechnet.Formalist diesesein (n, 1) feed-
forward Netzmit linearerAusgabeund Ausgabebia$. Die Gewichte bezeichnenvir mit w. Das
Neuronsoll als Gedachtnisfungieren,dassichrelevantelnformationder Eingabemmerktund ir-
relevanteInformationvergif3t. NeueVektoren,die starkkorreliert sind mit demdie Information
reprasentierendeNektor w, egebendanngrofRereAusgab&verteals Eingabendie nur schwach
korreliertsind.

Als erstesrersuchemnwir wiederdie Hebb-Regel, d.h. startendnit w, (z.B. derNullvektoroder
ein Zufallsvektor) wird in jedemDurchlaufein Musterx eingelesendie Ausgabey = w'x be-
rechnetundderVektorw je nachdemVorzeichernvony zux ahnlicheroderunahnlichergemacht:

w(t+1) = w(t) + nyx = w(t) + nw'xx
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Die Datenx sind dabeiunablangigund identischverteilt gemal3einerzugrundeligendenWahr
scheinlichlkeit P gezogen.Um dasasymptotisché&/erhaltensolcherstochastischeNerfahrenzu
analysierennimmt manan, daf3sich die Gewichte wesentlichangsame&andernals die Datenre-
prasentieriverden.Daherist esgerechtfertigtiiberdie Anderungerzu mitteln; stattdertatsachli-
chenGewichtsanderungn jedemSchrittbetrachtemandie zu erwartendeGewichtsanderung.

[FUr kleine konstanteLernratenund geeigneteVorbedingungerkann man zeigen, dal3 die
beimstochastischexerfahrenentstehendeirajektorienauf kompakterAnfangsdfickenin Wahr
scheinlichleit gegendie sich bei der gemitteltenDynamik emgebenderTrajektoriestrebenHor-
nik].]

Esist alsodie Gleichung

Aw = nz wi; E(z;z;) = nCw

zu betrachten. Dabeiist C = (E(z;z;));; die Korrelationsmatrix der Daten. D.h. ist x ein
n-dimensionaleZufallsvektor; z;z; beschreibidasProduktder ;ten und jten Komponentedes
Zufallsvektors. JeEintragin der Matrix wird der ErwartungswertdesentsprechendeRroduktes
berechnetWir sindamasymptotischeNerhalterderRegelinteressiertWir werdenim folgenden
die Verfahrenselbstin der stochastischeWersionangebenasymptotischénalysenabermit der
gemitteltenVersiondurchiihren. In beidenFallen verwenderwir die Notationw (t) fur densich
im konkretenFall bzw. im Mittel nachdemtten Schritt ergebenderGewichtsvektor. Punktemit
Aw = 0 heiRenFixpunkte desVerfahrensNur in solchenPunktenandertsichnichts. Fixpunkte
heil3enstabil falls maneine Umgelung findenkann, so dal3fiir jeden Startpunktinnerhalbder
Umgehung die sich egebendeFolge gegen den Fixpunkt korvergiert. Insbesonderelarf man
alsoauchdenFixpunktleicht andernwasja bei der stochastischeRersionin der Regel der Fall
ist, ohnesich je zu weit vom Fixpunkt zu entfernen.Nur stabile Fixpunktekdnnenalsobei der
stochastischeWersiondesVerfahrensalsasymptotisclerreichbard?unkteangesehewerden.

Falls esstabileFixpunktediesesverfahrenggabe,gegendie derVektorw asymptotisclstrebt,
sowiurde

Aw =nCw =0

gelten. w warealso 0 oderein sogenannteEigervektor der Matrix C' zum Eigenwert0. [Ein
Eigervektor x einerMatrix M ist ein Vektorx # 0 mit Mx = Ax fur eineskalareGrof3e\, die
dannEigenwert zum Eigervektorx heif3t.] Esist interessantzu sehendalRmanobigesVerfahren
auchals Gradientenabstgeder Funktion

t
2W Cw
auffasserkann.Der Gradientliefert genau—Cw.

Als erstessiehtmandaran,daf30 nicht stabilist, sondernein lokalesMaximum der zu mini-
mierenderfFunktion. Desweiterersiehtman,dal3Richtungenw, sodalRbzgl. dieserRichtungdie
Korrelationder Datenmaximiertwird, als stabileFixpunktein Fragekommen.Ist allerdingsdie
Langevon w nicht beschankt, dannstrebt|w| gegenunendlich,dennist w!Cw > 0, dannist
(Aw)!C'(Aw) fur A > 1 nurnochgrofRer D.h. obigeLernregelist instabilundliefert einenexplo-
dierenderGewichts\ektor. Wareallerdingsdie Langebeschankt, waswaredanndasErgebnis?

Hier soll zunachstein kleinermathematischegxkursfolgen,derdie Matrix C einwenignaher
beleuchtet.

e ( istoffensichtlichsymmetrisch.
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e C ist positv semidefinit,d.h. w'Cw > 0 gilt fur alle Vektorenw, dennw'E (xx")w =
E(wix(w'x)!) = E((w'x)?) > 0.

e Esgibt eine Orthonormalbasis fur C' bestehencusEigervektoren,da C' positv semide-
finit ist. Wir nennendie Eigervektorene, ..., e,, die zugelorigenEigenwerte)\,, ... ,\,.
Orthonormalbasibedeutet:

eie; =0 furi#j, ele;=1.

e Man beachtedalRdie Eigenwertedie Nullstellen dessogenanntecharakteristischei®o-
lynoms der Matrix sind, welchesbei konkretvorgegebenerDaten¢!, ..., & mithilfe der
KoefizientenE(x;x;) ~ Y, £F¢F/p abgeschtztwerdenkann. Die Situation,daRein Ei-

genwertgenauwl ist oderzwei Eigenwertegleichsind,ist dabeieineNullmenge d.h.taucht
bei Rauschersogutwie nie auf. Dahernehmerwir im folgenden

AM>...> M0 >0

an. Die Eigenwertemusserdabeinotwendigpositiv sein,da0 < e!Ce; = \ele; = \; gilt.

Die Vektorene; sind bis auf ihr Vorzeicheneindeutig,da die Mengealler Eigervektoren
zum Eigenwert); bein verschiedenekigervektoreneineneindimensionaleVektorraum
darstellt.JederandereEigervektorist ein Vielfachesinese;, dennmanberechnetir einen
Eigenvektorw = ) ase; zum EigenwertA: Y daze; = Aw = Cw = C(O]we) =

> Aiaje;. Die Koeffizientenin obigerDarstellungsind abereindeutig,dadie e; eineBasis
bilden. Also sindalle Koeffizientenq; bis auf maximaleinen0.

e FUreinenbeliebigenvektorw = > a;e; kannmandenTermw!Cw mithilfe derEigervek-
torenberechnerls " a2 \;.

Die BedeutunglerEigervektorene; wird anhandolgendenSatzesklar:

Satz7.1 Die Korrelationw!Cw wird durch e; maximiert,sofernmansich auf Vektoender Lange
1 besdirankt. Im zue; orthogonalenRaummaximierte, die Korrelation,im zue; unde,; orthogo-
nalenRaumes, ..., allesunterder BedingungdalRdie VektorenBetrag 1 haben.

Beweis: Esist

(Zaiei)tC(Zaiei) = Zaf)\i
< Za’?)\l:)\l

Andererseitsvird aberfur e; derWert A\; angenommen.

Fur Vektorenim jeweiligenzuey, ..., e; orthogonalerRaumfallendie Komponentem, ...,
«; weg, eineanalogeRechnungvie obenzeigt,dalRdannnochdasMaximum ), ; etwadurche;
erreichtwerdenkann. O

Wir nehmerjetztan,dafRdie Datenum 0 zentriertsind,d.h. E(z;) = 0 Fur allei. Die Korrelation
ist alsoabsteigendn Richtunge;, es, ... maximal. DieseRichtungerheiRerauchHauptkompo-
nentenrichtungenderVerteilung.Der Vektore; bzw. seinnegativesheil3tite Hauptkomponente
derMatrix. Sinddie Datenum denKoordinatenursprungentriert,sobedeutetiasgenaudalddie
Streuungder Datenin denerstenHauptlomponentenrichtungemaximalist. Mochtemanalso
maximalelnformationtberdie Datenbehaltenaberdie Dimensionerauflediglich £ reduzieren,
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sokannmandie Datenbzgl. der erstenk Hauptlomponenterstattder urspiinglichenDatenbe-
trachten Diesedst nailrlich nurein Plausibiliitsagumentallerdingskannmanfolgendeseigen:
Mochtemandie Datenauf £ orthogonaleRichtungeninear transformierenso dal3der Informa-
tionswerlust,d.h. in diesemFall der quadratischd-ehlerzwischendenvollen Datenund denauf
k DimensionenreduzierterDaten, minimiert ist, dannsind die erstenk Hauptlomponenterbei
um 0 zentrierterDatenoptimal. Eine Hauptkomponentenanalysewelcheauchmit klassischen
Methodendurchiihrbarist, ist eineverbreiteteVorverarbeitungur Dimensionsreduktion.

Zuruck zur Hebb-R@el: Esgilt zwar, dalRdasVerfahrendivergiert, aberbetrachteimandie
GroRRew(t)/|w(t)|, sokorvergiertdieseim Mittel) gegene; (oderdasnegative). Um die Stabilitat
desVerfahrenszu erzwingenkonntenwir die Regel alsozu

ow(t) +nyx
WD = ) T

modifizieren.
Satz7.2 Obiges\erfahrenkorvemiert im Mittel gegene; oder —e;.

Beweis: Die Korrelationeiw(¢+ 1) fur densichim Mittel egebendeiVektorw(t+ 1) berechnet
sichals
ei(w(t) +nCw(t)) _ 1+ nA;
= e;w(t) :
[w(t) +nCw(t)] [w(t) +nCw(t)]
Bzgl. derBasise;, ..., e, sinddie KoeflizienteneinesVektorsw genawurchdie Korrelationeiw
gegebenDie KoefizientendesneuenVektorsw (¢t + 1) bzgl. derKoordinatere; ergebersichalso
bis auf einenpositivenmultiplikativenFaktorals

1+77)\2
21+77)\17"':

(w(t)l,w(t) T oh

w(t)
wobeidie Termew(t); die altenKoefiizientenbzgl. ¢; darstellen Dasheif3t,in jedemSchrittwird
derAnteil in Richtunge; vemglichenzum Restgroer daja alle Terme(1 + n);)/(1 + nAy). fur
1 # 1 kleinerals1 sind.

Ein Spezialall ist gegebenfalls der Anteil in Richtunge; zu Beginn 0 ist. Formalwurdeobi-
ger Ausdruckdanngegenden Nullvektor korvemgieren. Sofernman mit einemzufalligen w(0)
startet tritt dieserFall abernur mit Wahrscheinlichkit Null auf. O

Der Nachteilist, dal3dieseRegel globalelnformation,d.h. denWert aller Gewichte berbtigt, um
ein einzelnesGewicht andernzu kdnnen.Sie kannalsonicht verteilt auf die Gewichteimplemen-
tiert werden.Eine Alternative bietetes,wennmandie Taylorentwicklungumn = 0 obigerRegel
betrachtetwir betrachtenetzt wiederdie stochastisch¥ersion:

w + npwixx
|w + nwixx|

w w4+ nwixx \’
v (e,

Wl W+ nwixx|

Q

(W + nwixx)!(w'xx)

w wixx|w + pwixx| — (W + nw'xx) p——

w w + nwtxx|?
(w| W+ |




106 B. Hammer

Beachteman|w| =~ 1, sokannmanobigenTermdurchdie Regel

w(t +1) = w(t) + n(w(t)xx — (w(t)x)*w(t)) = w(t) + n(y(t)x — y(t)*w(?)),

die sogenannt®ja-Regel ersetzenMittelt maniberdie Eingabengrhalt manausder stochasti-
schenVersiondie gemittelteVersion

w(t+1)=w(t)+n(Cw(t) — (W(t)'Cw(t))w(t)).

Satz7.3 Fixpunkteder (gemittelten)Oja-Rejel sind die Hauptikomponentemund der Nullvektor
Einzige stabile Fixpunktesind die \Vektoene; und —ey, d.h. die Hauptlomponentezumgrof3ten
Eigenwert.

Beweis: Fur Fixpunktew gilt
Cw — (W'Cw)w =0 = Cw = (W'Cw)w

alsoist w Eigervektorvon C zumEigenwertw'!Cw = ) oderderNullvektor Im erstenFall sei
etwaw = ae; mMit o # 0. Manrechnet

alie; = Cae; = Ow = (WOW)w = (ae;)'C(ae;)ae; = o’ ie; = a = +1.

Folglich sindnur die Vektorene; (oder—e;) undderNullvektorFixpunkte.

Um Stabilitat zu testen,berechnerwir, ob die Jalobimatrix J der Funktionw — —(Cw —
(w'Cw)w) amFixpunktpositiv definitist. In diesemFall ist der Punktstabil. Gibt esRichtungen
x, sodalx’Jx < 0 ist, dannist dasVerfahreninstabil, wennmansich ausdiesenRichtungen
nahert.Esist

J(w)=—-C+ (W'Cw)I +2ww'C

mit derldentitatsmatrix/.

[An dieserStellesindevtl. ein paarRegelnangebrachtlie mehrdimensionaleableiteneinfa-
chermachenMan kannaberalle Rechnungemauchkomponentenweisagurchiihrenund berbtigt
dannnichtmehralseindimensionalénalysis. Fur eineFunktionf : R* — R bezeichneJ(f) die
Jalobimatrix,d.h. J(f) = (0f;/0z;);;. Danngilt

Mf+9) =AJ(f)+ I(9)),

J(z — Ax) = A flreineMatrix A,

J(fog)=Jf-Jg,

J(
(
J(z — ' Az) = 2Ax fur einesymmetrischéMatrix A,
(
(f-9)=rf-Jg+g-(J(f)) furf:R* - R]

J(f

Also

esJ(eer = €(—C + (eiCe;)l + 2e;e;C)ey,

j
t t t t
= —/\kejek + /\iejek + erei)\keiek

0 j#k
=2 i=j=k
M=) i£j=k
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Wegen(_ axer)'J (e:) (D awer) = Y- ajoes (ei)er = Y-, e J (ei)ey, istalsodereinzigestabile
Fixpunkte; oderdasnegative, danur dannalle Werte \; — \; fur ¢ # 1 grofRerals0 sind. Fur 0
ist die Jalobimatrix —C undalsonegatv definit (d.h. —.J ist positv definit), fur e; mitz # 1 sind
Richtungennstabil,die von Eigervektorenzu groRererEigenwerterkommen. O

Eswurdenalternatve Regelnzur Oja-Regel vorgeschlagen:

e Yuille-Regel:
w(t+1) =w(t) +n(w(t)xx — [w(t)]*w(t))

mit dergemitteltenVersion
w(t+1) =w(t) +n(Cw(t) — [w(t)[w(1)).

Fixpunktesind 0 und die Vektoreny/);e;. Die Jalobimatrix der dasDifferenzemerfahren
beschreibendeRunktionberechnesichals

J(w) = —C +w'wl + 2ww'.
Dieseist ander Stelle0 negativ definitundgenaun /A;e; positiv definit,denn

0 jF#k
Ai— A j=k#1i
Die gemittelteVersionder Yuille-Regel ist ein Gradientenabstgezur Funktion

1, 1
—-w'C ~|w|.
5V W+ 4\w|

e Hassoun-Regel:

w(t+1) = w(t) + 7 <w(t)txx \ (1 - m) w(t))

mit A > 0 undhinreichendvon 0 entferntemw. Die gemittelteVersionliefert

wit+1) = w(t) + 1 (Cw(t) Z A (1 - ﬁ) w(t))

mit denFixpunkten)\/(\ — \;)e;. Die Jalobimatrixberechnesichals

1 t
J(w):—C—i—)\(l—m)I—H\ww

[wl?”

Dieseistgenaun \/(\ — A;)e; positiv definit,falls A > A;, denn

) 0 ik
€§J<)\ /\€i>€k: )\_)\z j:kI’L
- M= j=k#i

Die gemittelteVersionderHassoun-Rgelist ein Gradientenabstgezur Funktion

1
W' Ow + 2 (] 1)
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Netzeund Lernregeln, so dal3 samtliche Hauptikomponenterextrahiert werdenkdnnen,wurden
unteranderervon SangewnorgeschlagenStatteinemNeuronbetrachtetnann Neuronemnit Ge-
wichtenw;. Die Gewichtsanderungersind nicht mehrlokal, sondernenthalteneinenTerm, der
tendentielldie einzelnenGewichte zu verschiedeneuspragungerzwingt, so dal3alle Haupt-
komponentererhaltenwerden.Genaueist die Gewichtsanderungbei Sangewvon der Form

Aw; = n(wix) (x - Z(W;X)Wj> :
j=1
Dasreduziertsich offensichtlichfiir i = 1 zur Oja-Regel. DieseRegel sogt fur eineKonvergenz
derGewichtew; im Mittel zue;.

Satz7.4 Einziger zuerwartenderstabiler Fixpunktder Regel

Awi = n(wix) <x - Z(WEX)Wj)

7j=1
istder\ektor (e, ..., ey,).

Beweis: Die gemittelteRegel hatdie Form

Aw; =1 (Cwi - Z(W;-Cwi)wj) i
j=1
FUr Fixpunkteberechnetansukzessie, dal3w; entwedei) oderein Eigervektore;; zumEigen-
wert \;; seinmuBB:Fir w;,; = Y aqe gilt

E Aogey = Cwygy =

i i
¢ ¢ _ 3
(Wi 1 OWip1 ) Wi + E (€,~jCWz’+1)€z’j = E Aoy e + E A, 0 €
=1

j=1
Da Darstellungerbzgl. der Basis\ektoreneindeutigsind, gilt fur alle i

I -
)\ijaij = )\Zjaz-j

+ A i
alsoa;; = 0. Dadamitaberw;; Eigervektorist, ist er gleicheinemVielfacheneinesVektorse;.
Fur alle andererKoefizientengilt

)\lOAl = )\?OJ?
unddamitw;, = *ej, ,. Ein Fixpunktw setztsich auseinerPermutatiorder Eigervektorene;
oder(0 zusammen.

Die dasDifferenzemerfahrenbeschreibendelfunktion f setztsichausverschiedeneBlocken
zusammen.Betrachtetman nur den erstenBlock, dannreduziertsich alles zur einfachenOja-
Regel, dereneinzigerstabilerFixpunkte; darstellt. Hatmaninduktiv gezeigt,dalldie ersterkom-
ponentersichausey, ..., €_; zusammensetzedannerhalt manfir den: tenBlock notwendige;:
Die Anderungdesi-ten Blocksberechnesichals

Aw; = 7 (Cwi - Z(wéCwi)wJ)

=1

Q

i—1
n (Cwi — wiCw;w; — Z(e;Cwi)e])

i=1

= 77(C'WiL — wiCw;w;),
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mit w;- alsdemAnteil vonw; im zue,, ..., &_; orthogonalerRaum.DieserAnteil wird namlich
geradedurchzz;ll(e;(?wi)ej abgezogenMan beachtedalRC' diesenRaumin sich selbstabbil-
det. WegendesTermsw!Cw;w; veringertsichderKoeffizient ; vonw; in Bezugaufe; mit j < i
in jedemSchrittdennfir hinreichendkleinesn. Dannreduziertsich aberobige Regel asympto-
tischzur Oja-Regelim beschanktenRaumderzue,, ..., € _; orthogonalen/ektoren korvergiert
alsogagene;. O

EineAlternative,um die erstenk HauptlomponentemderahnlichrelevanteRichtungereu extra-
hieren,ist etwa durchein ganznormaledeedforwardNetz der Architektur (n, k, n) —ein Encoder
Netz — mit der Identitat als Aktivierungsfunktiongegeben. Trainiert man mit Backpropagation
die Identitat auf dengegebenerDaten,so mulddasNetz dieseiberdasNadebhr der k£ Neuronen
realisierenalsoauf k£ relevanteRichtungerprojizieren.

Als weiter Alternative wurdevorgeschlagenk einfachelineareNeuronemmit der urspiingli-
chenHebb-R@el plus einenNormierungsternzu trainieren,aberzusatzlich trainierbarelaterale
HemmungerzwischendenNeuronereinzufihren. D.h. esgibt Gewichte w;; vom Neuroni zum
Neuronj fur j > 1, diein jedemTrainingsschritmit einerAnti-Hebb-Reel trainiertwerdend.h.

Awig = —ny;y;.
Dasfuhrtdazu,dalR3dasersteNeuronwie vorherdie ersteHauptlomponentdernt, daszweiteNeu-
ron erhalt abervom erstenstarke negative Verbindung soferneseinezumerstenNeuronahnliche
Ausgabebesitzt. SeineAusgabewiirde alsogecampft, falls esauchdie ersteHauptkomponente
extrahiererwirde.Dahernimmtesfir sichdie zweiteHauptkomponenten Anspruchu.s.w

7.2 Learning Vector Quantization

Bei Vektorquantisierungvird ebenélls ein (n, k) Netzmit & konkurrierenderNeuronerbetrach-
tet, die fur reprasentatre Bereicheder Datenzustindigseinsollen. Die Gewichte desiten Ausga-
beneuronseienmit w* bezeichnetAndersals bei einerHauptikomponentenanalydenkurrieren
hierdie Neuronemiteinandeumdie Eingabe sodaljeweils nurdasNeuronmit dergrof3tenAus-
gabegemalHebbschenkernenseineGewichteanderrdarf. Dasfiihrtdazu,daf3nicht Hauptlom-
ponentenrichtungeextrahiert,sonderndie Datendurchdie Neuronemuantisiertd.h.in Klassen
eingeteiltwerden.JederVektor reagiertauf Neuronenn gewissenBereichendesEingaberaumes
relati stark,beiandererwird er einekleine Ausgabdiefern.

Wir miussenedochzunachstdafur sogen,dalRdie Gewichte nicht explodieren.Fernerist bei
diesemWettbaverbsansaterkenntlich,daRbeliebigeDatenoderbeliebigeGewichte zuzulassen
nicht ratsamist: Vektorenmit groRerNorm habenin der Regel ein grof3eresSkalarprodukallein
aufgrundhrerLangeauchwennihre RichtungnichtiibereinstimmtDaherist esratsamentweder
nur normierteEingaberund Gewichtswektorenzuzulassemdervom MesserderKorrelationzum
tatsachlicheneuklidischenAbstandiiberzugehen.Das Neuronmit grofstemSkalarproduktent-
sprichtunterAnnahmenormierterDatengenaudemNeuronmit kleinstemAbstandzur Eingabe,
denn

b i g . t b it i g e
x'w'istfir: maximal <— x'x—2x'w'+w 1vv ist fir « minimal
— (x—w") (x—w')istfir; minimal
< |x—w'|istfir: minimal

Stattx zu addierenkannmaneine Explosionder Gewichte verhindernindemmaneinenAnteil
desVektorsx — w* zuw' addiert,derdenGewichtswektorin Richtungw? zieht. Insgesamwird
Vektorquantisierunglsozu folgendemVerfahren:
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wiederhole
berechng = |x — w'|
fur eins mit minimalemy?
wi = w' +n(x — w)
mit einerLernraten < 1. n mul3beschénktsein,dasonstdie AnpassunglenGewichtswektoruber
denVektorx hinausbevegt. Soferndie Lernratesoklein ist, daBmaniiberdie Anderungsschritte
fur die einzelnerEingabemmitteln kann,und soferndie Funktion

{ 1 i ist Gewinnerfur dasPatternx?

D __
My = 0 sonst

(2
Uberdie Zeit konstantist, etwa weil sich die Gewichte schonnahezueingestellthaben,dannist
obigesVerfahrenein Gradientenabstgezur Funktion

1 .
2 Z(Xp —w')’ MY
p

fur dasite Neuron. Uber alle i aufsummiertjst dasinsgesamminimal, wenndie Abstandeder
Neuronereu denjeweils nachsterEingabepatterrfir die sie zuséindigsind, moglichstklein ist,
dasheil3tdie Neuronersichtendentiellauf die Haufungspunktén denDatenverteilthaben Aller-
dingsbesitztdie FunktionvielelokaleMinima undist beivariierendemV/? unstetig.Die Mittelung
ist nichtunbedingtgerechtfertigtmankanndenFall beobachtenjalisichetwadie durchzyklisch
aufeinanderfolgendeatternergebendenderungergenauaufheben.

DastrainierteNetz kann zur Klassifikationder Dateneingesetztverden,denndie Neuronen
bildensog.Codebookwektoren die denEingabebereichir densie minimaleeuklidischeNorm
im Vergleich zu denanderenrNeuronenbesitzen repiasentieren.Eine Eingabewird jeweils der
durchdennachsterCodebookektor repiasentierterkKlassezugeordnetDasNetz kannnicht nur
zum Clusteringund Prototyping,sondernauchzu einer Funktionsapproximatioeingesetziver-
den,indemein Vektorje zum FunktionswerdesnachstenCodebookektorsabgebildewird. Zu
beachtenst, dalRdiesedNetzkein NeuronaledNetzim SinneunsereurspiinglichenDefinitionist,
daesdie Aktivierung|x — w| stattw’x berechnetinddie Ausgabefunktior-die Winner TakesAll
Funktion— keinelokale Weiterverarbeitungder Aktivierungist. Die WTA Funktionkonnteman
allerdingsin einemfeedforvard Perzeptronnetder Tiefe zweirealisierenundwir habengesehen,
dafl3bei normiertenDatender euklidischeAbstanddurchein Skalarprodukusgetauschwerden
konnte.

Eine weitere Anmerkungist hier angebracht:Bei diesenVerfahrenist eine Normierungder
Eingabedatemotwendig! Hat eine EingabelbmponentewesentlichgroRereEingabenals eine
zweite,dannist dieseEingabebei Ahnlichkeitsberechnungenesentlichstarker gewichtetals die
zZweite.

Kohonenhat vorgeschlagenyVektorquantisierungn einemiberwachtenSzenario,dasheifdt
als Learning Vector Quantization anzuwenden.Die Aufgabeist, eine Funktion f : R* —
{1,...,k} zulernen.Die Ideeist, jedeKlassef (i) durcheinenodermehrereCodebookektoren
zureprasentieremundeineEingabex derKlassedesnachsterCodebookektorszuzuordnen.

e LVQ1: Eswerdenfir die Klassenl bis & ein oder mehrereNeuronenerzeugtund deren
Gewichtswektorenzufallig, mit zufalligen Patternderjeweiligen Klasse,durchdie Schwer
punkteder jeweiligen Klasseoderanderssinnvoll initialisiert. Dannwerdengenauwie bei
Vektorquantisierungie Musterprasentierundje ein Gewinnerneuromit kleinstemeukli-
dischemAbstandzur EingabeberechnetFir diesesdNeuronw’ andertman

; { n(x—w') falls f(x) = durchw’ repfasentiertklasse
AW = :
—n(x —w") sonst.
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Dabeiist die Lernraten € [0, 1] entwederkonstantoderim Laufe desVerfahrensfallend,
um Korvergenzzu erzwingen.

e OLVQ: OptimizedLVQ verwendeeineeigenelernrater), furjedesNeuronw?, d.h.fir den
Gewinnerberechnetman
Awi — ni(x —w')  falls f(x) = durchw' repiasentiertKlasse
| —mi(x—w') sonst
Die Lernratern; wird soangepaftiaRdie Anderung die jedesMusterhenorruft, mdglichst

dengleichenEffekt hat. Formalist ;(t + 1) = »;(t), fallsi kein Gewinnerzum Zeitpunktt
ist, und

_ n;i(t)
) = T m @

sonstwobeis(t) = 1 gilt, falls die KlassedesGewinnersw' korrektist, s(t) = —1 ist, falls
die KlassedesGewinnersfalschist. Dasheil3t,Neuronenm ZentrumeinerKlassehaben
schnellabfallendeLernratenNeuroneramRand,die bei Eingaberhaufigfalschlicherweise
alsGewinnervernwrgehenhabergroRel ernratensodalisieschnellivom Randweggedangt
werden.Dabeisollte mandaraufachtendaldie Lernratenicht groRerals1 wird.

FormalkannobigeLernratewir folgt motiviert werden:Zwei Anderungervon w?, 0.E.in
aufeinanderfolgende8chritten fuhrenzur Anderung

wi(t+2) = wW(t+1)+nit+1)st+1)(x{t+1)—w(t+1))
= (1=—nt+1)st+1)w'(t+1)+nt+1)s(t+1)x(t+1)
= (L—n(t+1)s(t+1))(w'(t) +n(t)s(t) (x(t) — w'(t)))
+n(t+1)s(t+1)x(t+1)
= (I—-nt+1)sit+ 1))n(t)s(t)x(t) +n(t+1)s(t+ 1)x(t+ 1) |
+ (1 —nt+1)st+1)w'(t) — (1 —n(t+1)s(t + 1))n(t)s(t)w'(t)
Damitdie durchx(¢) undx(t + 1) bewirkte Anderunggleichgewichtetist, mu
|1 =n(t+1)s(t+1))n(0)s(t)] = |n(t+1)s(t + 1)
gelten,d.h.

()
"@+1y_1+quo

OLVQ somt fur eineschnelleKonvergenzdesVerfahrens.

e LVQZ2.1: DiesesVerfahrenkannzum Feintuningder Klassengrenzenerwendetwerden.
Es betrachtefeweils die erstenbeidenGewinner w* und w? und andertdiese,sofernsie
verschiedeneKlassenangeldrenund dasEingabepatterx nicht sehrdicht an einemder
beidenGewinnerliegt, d.h.

v~ 0.25

A:min<|X_Wi| |X_Wj|) 1—1)’
14w

[x —wi|" [x — w'|

sollte gelten. Dannwird dasNeuron,daszur selbenKlassewie x gelort, etwa w', zu x
ahnlicher dasandereNeuronw’ zux unahnlichergemachtg.h.

Aw' = p(x—w)
Awl = —n(x —w)
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Wie vorheristn < 1. DiesesVerfahrenstelltlediglich NeuronerandenKlassengrenzeain

und optimiertnicht die Neuronenin der Mitte von Klasse.Daherwendetmanesmeisterst

an, nachdemeine Grobklassifikationetwa mithilfe von OLVQ gelerntwurde. Die Bedin-

gung,dal3x in einemFenstettiegenmul3,bedeutetdalRPunktenahebei einemKlassewek-

tor nicht zur Anderungbeitragendennder Klassewektorist entwederkorrekt und bedarf
keinerweiterenEinstellung,oderer ist falsch,allerdingseine Verbesserunwahrscheinlich
nichtmoglich, daderPunktsehrahnlichzu einemtypischerKlassewnertretereinerfalschen
Klasseist. Wennmandie Verbindungsstreekvon w' nachw’ betrachtetdannbeeinhaltet
dasFenstealle Punkte die mehralsdenAnteil (1—v)/2 derStreclevonw* undw’ entfernt
sind. Gehtmanvon der Strecle weg, dannfindetmaneinensich allmahlichverbreiternden
Bereich,in dendasx fallendarf.

e LVQ3: DiesesverfahrenkombiniertdasFeintuningderKlassengrenzemon LVQ2.1mit ei-
nemkorrektenAdaptiererderNeuronerinnerhalbeinerKlasse.Soferndie beidenGewinner
in dieselbeKlassefallenunddiesekorrektist, werdenbeidedurch

AwW' = eca(x — w)

mit e € [0.1, 0.5] derEingabex ahnlichergemachtEsist allerdingsimmernochso,daf3ein
falschklassifiziertedRatterneinensehrnahenCodebookektornicht absbl3t.

Kohonenselberhat die beidenletzterenVerfahrenin Kombinationmit demsehrschnellkorver-
gierenderOLVQ erfolgreichin verschiedeneRrojektereingesetzt.

7.3 SelfOrganizing Maps

SelbstoganisierendeKarten (SOMs) sind eine von Kohonenvorgeschlagendrweiterungvon
Wettbeverbslernenbei der zusatzlich eine Nachbarschaftsbeziehuagif denNeuronengegeben
ist. Die Neuronersolleneinerseitslie gegebeneratengutreprasentierenandererseitaberauch
die gegebeneNachbarschaftsstruktuter Neuronenerhalten. Diesesfuhrt letztendlichzu einer
KartierungdesEingaberaumesyo man nicht nur die Codebookektorenfinden kann, sondern
auchdurchdie zwischenden CodebookektorengegebenerNachbarschafteauchdie Moglich-
keit zur Naviagtionbesitzt.
SeienalsoNeuronemit Gewichtenw!, ..., w" gegebensawie eineNachbarschaftsfunktion

D(i, 7). Moglichkeitensind etwa

e einelListenanordnungd.h.D(7,j) = |i — j

e eineAnordnungalsRing,d.h. D(i, j) = min (]i — j|, N — 1 — |i — j|),
e eineAnordnungalsRechteckgitted.h.i = (5, k), D((j1, k1), (J2, k2)) = |71 —Jo| + k1 — k2],

e eineAnordnungals Gitter in einemhdherdimensionaleRaum,als unregelmaligesGitter,

Bei aufGitternliegenderNeuronerkannalsAbstandsmessurgyischerzweiNeuronerdie
LangeeinesPfadeszwischendenNeuronergenommerwerden.Alternaty ist eine Anord-
nungderNeuronenm Raumund D alsdereuklidischeAbstanddenkbar

Die Gewichte der Neuronenwerdenjetzt zufallig (oderals je ein zufalliges Pattern)initia-
lisiert und anschlie3endvie bei Vektorquantisierun@n die Datenadapatiertwobei jedochdie
Nachbarschafteberticksichtigtwerden: Mit dem Gewinner werdenauchdie Neuronenin einer
Nachbarschaifin die RichtungderjeweiligenEingabegezogenGenauer:
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Wiederhole
fur eineEingabex berechnéx — w'|,
ermittledenGewinneri,
Aw' =1 - f(o,D(i, 1)) (x — w*),

Ni=nN-01; 0:=0-0y

mit der Lernraten, die z.B. mit einerZahl aus[1, 3] initialisiert wird und nachjedemSchrittum
denFaktora; ~ 0.999 verkleinertwird, einemTermo, derdie Bewertungder Nachbarschatfibe-
einfluRtundetwamit /N initialisiert undin jedemSchrittum einenFaktor o 2 0.999 verkleinert
wird, undeinermit ¢ — 0 undd = D(i,4,) — oo abfallendenFunktion f, die die Anderungder
GewichteentsprechenderNahezum Gewinnerskaliert,z.B.

flo,d) = e /@)

Die Skalierungvon o undn somgt dafur, dalRdasVerfahrenkonvergiert. Am Anfangwerdenrelatv
groleNachbarschaftemit beriicksichtigtund die Neuronensehrgeandert,gegenEndedesVer-
fahrenswerdenhauptgchlich nur noch die einzelnenNeuronenmit relativ kleinen Anderungen
adaptiert.

Die Topologiesomt dafur, daf3sichdie Neuronemmit ihrervorgegebeneverknipfungsstruktur
aufdenDatenquasiausbreitenWozuist diesezusatzlicheNachbarschaftsbeziehuirg Vergleich
zu normalerVektorquantisierungut? EsfolgeneinigePunktemoglicherAnwendungen:

e SOMskonnenaufgrundihrere einfachenund plausiblenLernregel zur Erklarungbiologi-
scherPhanomeneherangezogewerden. Man kannz.B. nachweisendal3der sensorische
Kortex einetopologischeAbbildung der entsprechendeBereicheder Sinnesvahrnehmun-
genist.

e Genauwie LVQ kdnnenauchSOMs zur Klassifikationoder Funktionsapproximationer-
wandtwerden.Dazuwird aufdie DatentrainiertundanschlieRendie Abbildungkalibriert .
KalibrierenbedeutetdenNeuronendesNetzege einenWert zuzuordnenso dal3eine Ab-
bildung oder Klassifikationrealisiertwerdenkann; als Wert bietetsich etwa der Wert des
zum GewichtswektordesNeuronsnachstenTrainingsmusteodereine geeigneteMittelung
uber die durch die Daten, fur die dieseNeuronGewinner ist, gegebenernerte an. An-
schlieBendvird ein Eingabedatumvird auf denWert, derdemfir die Eingabezustindigen
Gewinnerneurorezugeordnetst, abgebildetMan erhalt alsoeineFunktion.

DiesesVerfahrenist natirlich auchmaoglich, ohneeineexplizite Topologieerhaltungu im-
plementierenEine TopologieerhaltunggannjedochVorteilehabenwennmanstetigeFunk-
tionenauf dieseWeiseapproximiererwill. NahebeieinanderligendeNeuronerhaberahn-
liche Funktionswerteso daf3einehohereFehlertoleranzsichegestelltist. OhneTopologie-
erhaltungwareesmaoglich, dafl3die EinzugsgebieteweierVektorenmit vollig unterschied-
lichem Funktionswertineinanderstol3en.

e Mankannein euklidischesT SPmit einemeindimensionaleningformigenKohonennetan-
gehen.Die Neuronenwerdenz.B. mit 0 initialisiert und anschlieRendhit denKoordinaten
der Stadtetrainiert. Wahlt manetwa gleichviele Neuronenwie Stadte,dannwird tendenti-
ell am EndejedesNeuronfiir genaueineStadtGewinner sein. Eine Reihenfolgeder Stadte
erhalt manausder AnordnungdieserNeuronen Die Topologieerhaltungvirkt dabeidahin-
gehenddal3kurze Tourenbevorzugtwerden,dennin kurzenTourensind die Koordinaten
benachbarteBtadteahnlicher entsprechealsoder TopologiedesNetzes.
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¢ SOMskonnenTeilaspektéhochdimensionalddatenvisualisierengtwa einezweidimensio-
naleKohonenabbildungaR3tNachbarschafteawischendenDatenpunktererkennen. Ange-
wandtwird diesesz.B. in semantischeietzenzur Erkennungvon Synorymenund Klas-
sifikation der Worter: Die in einigenTexten auftretendeWorter werdenje durchZufalls-
vektoren,sog. Fingerprints, codiertund anschlieRenein SOM mit Tripelkontexten, d.h.
denVektoren,die drei aufeinanderfolgendeworternin den Texten entsprechentrainiert.
Da etwa Synoryme haufigim gleichenKontext auftauchenbesitzersie hochstwahrschein-
lich dasselbeGewinnerneuron.in der BedeutungverwandteWorter befindensich in der
unmittelbarerNachbarschaftEin einzelnesNort kannauf diesersemantischeAbbildung
wiedegefundenwerden,indem mandenFingerprintdesWortesmit zwei Zufallsvektoren
alsKontext verwllstandigt.

In der Arbeitsgruppevon KohonenwurdedieseMethodeeingesetztuym dasein Dokument
beschreibend®Vorthistogrammin der Dimensionzu reduzieren:Anstelle aller (wesentli-
chen)auftretendeWorter wird ein Dokumentdurchdassich in der Semantische®bbil-
dungemgebenddNeuronenhistogrammeptasentiert.Diesedie Dokumentebeschreibenden
Vektorendienenim sog. WEBSOM als EingabeeinesweiterenzweidimensionaletKoho-
nennetzesjassomit DokumentegenmaRihrer Ahnlichkeit anordnet Dasdabeientstehende
Netzkanndazudienen auchauf naiirlichsprachigd-ragemachDokumenterzu antworten:
Die FragenwerdeneinfachdersemantischeAbbildunggenalRin Histogrammeumgevan-
delt,undletzteredienenals Eingabeandaszweite SOM. Die TopologiedesNetzeserlaubt,
nichtnurdenoptimalenKnoten,sonderrauchdie Umgehunggezieltzu prasentierensodald
der FragestellegezielteInformation erhaltenkann. Diesesist insbesonderéanninteres-
sant,wenner nachinhaltlich verschiedeneuspragungendes Gebietessucht,die in der
Reagelin unterschiedlichebenachbarteKnotengespeichersind.

7.4 Hybride Architekturen

In hybidenArchitekturenwerdenselbstoganisierend&artenoderVektorquantisierungepusam-
menmit ebendlls trainierbarenvorwartsgerichteteNetzeneingesetzt.Das hat denVorteil, daf3
durch die lokale, selbstoganisierendeSchichtzurachstdie Daten auf fur den Menschenein-
sichtigeWeisevorverarbeitetverden: Sie werdenetwa mit einemahnlichenVektor identifiziert;
dasEinfugenneuerDatenist durch EinfigenneuerReferenzektoreninkrementellund schnell
moglich. Anschliel3encermoglicht eineflexible Verarbeitunglie Approximationauchkomplexer
Abbildungen.

Counterpropagation kombinierteine selbstoganisierend&VinnerTakes-All Schichtmit ei-
nerlinearenvorwartsgerichtetechicht.Ein Counterpropagation-NeterechnealsoeineAbbil-
dung

x — (Wj;); miti @ |x —w;| minimal.

Zunachstwird alsoderzur EingabeahnlichstevVektorw; bestimmt.Dasentsprechendeerboge-
ne Neuronberechnetlie Ausgabel, alle andererdie Ausgabe). AnschlieRendvird die Ausgabe
0,...,0,1,0,...,0) der verbogenenSchichtdurch lineare Neuronenmit Gewichten W wei-
terverarbeitet. Ausfgrundder unaren Aktivierung entsprichtdie Ausgabedem Vektor der i ten
Komponentemler Gewichte W ;. Die ersteSchichtnachder EingabeschichiteiRtauchK ohonen-
schicht, die zweiteSchichtGrossbegschicht

TrainingderKohonenschicherfolgt etwa mit Vektorquantisierungd.h.

Awij = 7’](561 — wi]—) falls7 derGewinnerist.
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Dabeiwird die Lernraten > 0 haufiguberdie Zeit hinweg verkleinert,um Korvergenzzu erzwin-

gen.Alternativ kanneineNachbarschaftwischendenNeuronereingefihrtundgenmal3Kohonens
SOMtrainiertwerden,sodaleineglattere topologieerhaltendKartierungdesRaumesiurchdie

Kohonenschichjegebenst. Dabeiwerdendie Gewichteinitial zufallig, zufallig alsein Trainings-
musteroderdurchl/+/n, n = Eingabedimensiorpestimmt.Um zuverhinderndafdie Neuronen
der Kohonenschichsich nicht gleichmaRRigauf die Trainingspunktesinstellen kannmanin letz-

teremFall die Eingabedatemmitial auf

ar; + (1 —a)/vn

mit « > 0 verandern.LaRtmana gegenl strebenerhalt mandie urspiinglichenTrainingsdaten
zuriick. Da siesichaberanfanglichfir kleinesa nahederVektorender Kohonenschichbefinden,
stellendiesesich optimalaufdie Trainingsdaterin.

Die Grof3begschichtwird etwa mit der sich durch Gradientenabstgauf demquadratischen
FehleremgebenderRgyel

AWy = —n(Wij — y;)oi

trainiert,wobeidie Lernraten tiberdie Zeit gegenNull geht,umKorvergenzzuerzwingeny stellt
die gewiinschteAusgabedarundo; ist 1 fur dasGewinnerneurorbei Eingabedeszugeldrigenx,
fur andereNeuronerist es0. Stattdessekannmandie Gewichteauchin einemSchrittals

Wi= >, /N

1 ist Gewinnerfirx

mit N = AnzahlderEingaberx, fur die: Gewinnerist, bestimmenDiesesminimiertdenlinearen
Ausgabefehler

Ublicherweisewird ein Counterpropagationnetaf die Identitat auf denDaten(x, f(x)) mit
derzulernenderiFunktionf trainiert. DashatdenVorteil, daf3gleichzeitigdie Funktion f alsauch
einemoglichelnvertierungder Funktiongelerntwerden:Eine Eingabevon (x, 0) fuhrt zu derbei
Eingabevon (x, f(x)) gelerntenAusgabe da die Eingabeder Eingabe(x, f(x)) amahnlichsten
ist, wennmandie TrainingsmengéetrachtetAnalogfuhrteineEingabevon (0, f(x)) zur selben
Ausgabewie (x, f(x)).

Zufugenvon neuenMusternist inkrementellmoglich: Man fugt, soferndasMusterx noch
nicht zufriedenstellen@bgedeckist, ein Neuronmit Gewicht x zur Kohonenschichzu; die von
diesemNeuronausgehende@ewichte werdenidentischzur geviinschterAusgabegewahilt. Die-
sesermoglicht, dasneueMuster(im schlimmsterfall: auswendigku lernen,ohnedie bisherige
Funktionalifaitzu zersbren.

EineandereMoglichkeit, einelokale,leichtinterpretierbar&chichtzusammemit einerinter-
polierendenvorwartsgerichtetei®chichtzu verschaltenstellenRadiale Basisfunktionen Netze
kurz RBF-Netzedar. Ein RBF-NetzberechneeineFunktion

x = Y wihi(jx — x;)

mit Funktionenh;,, die haufigals GauRfunktionerh,; (z) = e %"/ gewahltwerden.AndereFunk-
tionenmit h(z) — 0 fur x — oo sind aberdenkbayetwa h;(x) = v/z% + ;. Dasheil3t,in der
erstenSchichtwird der Abstandder Eingabezu Referenzektorengemessen.Je nach Abstand
engibt sich eine Aktivierungder Neuronender verbogenenSchicht,die je nachAbstandzu den
Referenzektorenniedrige oder hohe Werte aufweist. Die gewichtet aufsummierteAktivierung
liefert die AusgabedesNetzes.Auch hier ist die ersteSchichtlokal, da die Referenzektorenje
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die Ausgabefur Eingabenin ihrere Nahefestlegen. RBF-Netzewerdenim Vergleich zu feedfo-
ward Netzenhaufigeingesetztwennrelatv wenigeDatenvorliegen. Anhandder Aktivierungder
verbogenenSchichtkannmanhier leicht feststellenpb eineEingabem relevantenBereichliegt.

Zum Training werdendie Zentrenx; entwederndentischzu einigen(allen) Trainingsmuster
gewahlt,oderdurcheinenselbstoganisierendeMechanismusetwa VQ oderSOM, trainiert. Der
Glattungsparameter; wird haufig fur alle Neuronenidentischim Fall von Gaul3funktionerauf
1 oder1/ Anzahl der hiddenNeuronengesetzt. Die Ausgabgewichte kdnnenprinzipiell Uber
einenGradientenabstgebestimmtwerden,so dalimandieselberFormeln (mit unterschiedlicher
AusgabederverbogenenSchichto;) wie bei Counterpropagatioarhélt. Mochtemandie Auga-
begewichtein einemSchrittbestimmenso dafl3der quadratisché-ehlermoglichstklein ist, dann
kannmandie GewichtsmatrixuntergewissenBedingungerdurch

W = (H'H) 'HY
mit der die AusgaberaufsammelndeMatrix Y undder Matrix

ho(lxp —wil) -+ he(x1 — wyl)
H: . .

hi(|xXm —wil) - he([xm — W)

mit m = Anzahl der Beispieleund ¥ = Anzahl der hidden Neuronenwahlen. Die Matrix
(H'H) 'H stellt dabeidie sogenannté®seudoiaerseder Matrix H dar und ersetztdie Matri-
xinversionim Gleichungssysteml - W = Y, dasbei einerexakteninterpolationder Ausgaben
durchdie Gewichte W geldstwiirde. Anstelleder Matrix (HH) ' H kannmanauchdie Matrix
(H*H + X\H)~'H mit

hi(lwi —wil) - he(Jwi — wy)
ﬁ: . .

ha(lWm —wil) - By (W — W)

verwenden.JenachWahl von A > 0 entsprichtdaseiner Regularisierungder Losung,d.h. die
Ausgabefunktiomwird evtl. auf KostendesempirischerFehlersglatter sodal3einebesseré&sene-
ralisierunggewahrleistetst.

Nachdemdie Gewichte in dieserWeisedirekt eingestelltsind, kannNachtrainingsinnvoll er-
scheinen.Dieseskannsich auf alle vorliegendenParameterd.h. die Zentren,die Parameters;
unddie AusgabgewichtebeziehenIn allen Fallen geschiehtNachtrainingetwa durcheinenGa-
dientenabstig auf demquadratischeifrehler Zufiigenvon Datenist durchEinfligeneinesneuen
verbogenenNeuronsmit entsprechende@entrummaglich. Die Ausgabgewichtewerdeniden-
tischzur gewiinschterAusgabegewvahltundevtl. durchNachtrainingkurz adaptiert.

Tja
Daswar’sfir’s erste.Bleibennochdie Aspektezu erwahnendie nicht behandeltvurden:
e Furdie ZeitreihewerarbeitungstellenTime Delay Netze(TDNN) eineAlternative dar. Sie
ermdglichendurchgeeignetesveightsharingundeineautomatisch&equenzenbehandlung,

lokale Merkmaleunablangigvon der Lagebzgl. der Zeit und der Langeeffizient zu extra-
hierenund zu verarbeiten.
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e Speziellfur die SchriftzeichenertnnungentworfenwurdedasNeocognitron, dassukzessi-
ve lokale Merkmaleder Schrift translationsimariantverarbeitet.

e Probabilistische Neuronale Netze sind eine speziellelmplementierungdie vermbge des
BayesAnsatzund einer Schatzungder beteiligtenDichtenvermbge Fensterfunktionener-
arbeiten.

e Eine Kombinationvon feedforward NetzenundlogischenRegelnist moglich,insbesondere
gibt eseffizienteneuronalédmplementierungexon Fuzzy-RglernzuverschiedeneNeuro-
Fuzzy-Modellen

e Im Vemleich zu Hopfieldnetzerwird Assoziationjndemmannur einmalschaltetim bidi-
rektionalen Assoziatvspeicher(BAM) implementiert.

e Vemlichenzur PCA extrahiertdie Independent Component Analysis (ICA) stochastisch
unablangigeKomponentemnddientsoderSeparierungon Signalerauseinemgemischten
Signal. Die kernel PCA extrahiert nichtlineareSignale,indem sie sich den Kerneltrick
der SVM zunutzemachtund Skalarproduktelurch Skalarprodukteler nichtlinearin einen
hochdimensionaleRaumabgebildeteatenersetzt.

¢ BiologienaheModelle, die Selbstoganisation,Gedachtnisleistungemund das Stabilitats-
/Plastiziitslemmangehersinddieim Rahmerder Adaptive Resonanztheorig ART) vor-
geschlageneWarianten.

¢ BiologienaheModelle,die Neuronerzusammemit derenzeitlicherEntwicklungmodellie-
ren,sindspiking Netze

e ... undnochvielesmehr
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"Back-Propagation”



